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PRATARMĖ 


Si knyga skirta stojantiesiems į aukštąsias mokyklas, pa- 
rengiamųjų kursų klausytojams, vidurinės mokyklos aukštesnių- 
jų klasių mokiniams. Autoriai stengėsi parengti tokį leidinį, 
kuris būtų naudingas tiems, kurie primiršo matematiką, ir tiems, 
kurie nori pagilinti savo žinias. Tokia knygos paskirtis nulėmė 
ir jos struktūrą. Knygoje išdėstyta daugelio mokyklinio mate- 
matikos kurso skyrių teorija. Kai kurių skyrių medžiaga nagri- 
nėjama netgi labai detaliai, kitų — pateikiami tik svarbiausi 
apibrėžimai bei formulės. Knygoje išspręsta daug tipinių užda- 
vinių, pateikta daugiau kaip 1 600 pratimų savarankiškam dar- 
bui. Todėl manome, kad šiuo leidiniu mokytojai galės pasinau- 
doti per pamokas ir kaip uždavinynu. Pratimus stengtasi su- 
grupuoti pagal sunkumą. Kadangi knyga pirmiausia skirta tiems, 
kurie jau išėjo sistemingą vidurinės mokyklos matematikos kur- 
są, uždavinių sprendimuose kartais vartojamos sąvokos, kurios 
analizuojamos tik paskesniuose skyriuose. 

Be tradicinių klausimų, knygoje išnagrinėti ir tie, kurie mo- 
kykliniuose vadovėliuose gvildenami ne taip nuodugniai: tai 
matematinės logikos sąvokos, lygčių bei nelygybių ekvivalentu- 
mo bendrosios teorijos elementai ir pan. Leidinio pabaigoje pa- 
teikta stojamųjų egzaminų į Lietuvos aukštąsias mokyklas už- 
davinių keletas variantų. 

Autoriai nuoširdžiai dėkoja šios knygos recenzentui fizikos- 
matematikos mokslų kandidatui docentui G. Dosinui, atidžiai 
perskaičiusiam rankraštį bei davusiam vertingų patarimų, ir 
knygos redaktorei Z. Šliavaitei už kruopštų redagavimą. 

Tokia knyga lietuvių kalba leidžiama pirmą kartą, ir joje, 
be abejo, yra trūkumų, taisytinų vietų. Autoriai bus dėkingi 
visiems skaitytojams už pateiktas pastabas ir pasiūlymus. 


Autoriai 


ĮVADAS 


KAI KURIOS MATEMATINĖS LOGIKOS SĄVOKOS. 
MATEMATIKOS TEOREMŲ KONSTRUKCIJA 


Siame paragrafe pateiksime keletą matematinės logikos sąvo- 
kų, su kuriomis susidursime vėliau. i f f 

Pagal matematinę logiką, teiginys yra bet kuris sakinys, kuris 
gali buti teisingas arba klaidingas, bet negali būti teisingas ir 
klaidingas tuo pačiu metu. 

Teiginių pavyzdžiai: 

1) 2x2=4; E 

2) trikampio kampų suma lygi x; 

3) sin 30“=2. "a u me 
Pirmieji du teiginiai teisingi, treciasis — klaidingas. Teiginius su- 
tarsime žymėti raidėmis p, q, ... ERR 

Iš kelių teiginių, vartojant logines jungtis „arba“, „ir bei ki- 
tas, galima sudaryti naujus, sudėtinius teiginius. — — : 

Įvairių matematikos teoremų formuluotėse dažnai vartojama 

jungtis „jei..., tai". Pt „jei trikampis yra statusis, tai 
j ailiųjų kampų suma i 907". 
As T a S ė iim as. Ra ins, sudarytas iš keleto teiginių, su- 
jungtų logine jungtimi ,jei..., tai", vadinamas implikacija. |m- 
plikacija žymima ženklu =>, kuris dar dažnai vadinamas išvados 
ženklu. Teoremos sąlygą ir išvadą pažymėję atitinkamai raidėmis 
p ir q, teoremą galėtume simboliškai parašyti taip: 


p--q; 


skaitome „jei p, tai g“, „iš p išplaukia q^, „sąlyga p yra pakanka- 
ma išvados q sąlyga“ arba „sąlyga q yra būtina, kad galiotų są- 


lyga p“. : l 
ue stis šios teoremos sąlygą ir išvadą vietomis, gautume teo- 
remą 

q--p, 


abi yra teisingos. [ VO į 
Kai abi teoremos — tiesioginė p=>q ir atvirkštinė q=>p — tei- 
singos, rašome p=>g. Kadangi iš p išplaukia q ir iš q išplaukia 


4 


p, tai kiekviena sąlyga yra būtina ir pakanka- 
ma, kad galiotų kita sąlyga. Dažnai, formuluo- 
dami teoremas, vietoj žodžių „p yra būtina ir 
pakankama sąlyga, kad galiotų g“ sakome „p 
tada ir tik tada, kai g“. 

2 apibrėžimas. Du teiginiai, sujungti 
logine jungtimi „tada ir tik tada, kai“, vadina- 
mi logiškai ekvivalenčiais. 

Todėl posakis „p yra būtina ir pakankama 
sąlyga, kad galiotų q“ išreiškia ne ka kitą, kaip 
teiginių p ir g ekvivalentumą. Taigi dviejų tei- 
ginių ekvivalentumo įrodymas yra būtinos ir 
pakankamos sąlygos įrodymas arba atvirkštinės 1 pav. 
ir tiesioginės teoremos įrodymas. 

Iš kiekvieno teiginio, neigiant jį, t. y. tvirtinant, kad jis yra 
neteisingas, gaunamas naujas teiginys, kuris vadinamas duotojo 
teiginio neiginiu. Neiginį žymime p. 

3 apibrėžimas. Teorema P=>q vadinama priesinga teore- 
mai p=q. 

Pavyzdžiui, teorema, priešinga Pitagoro teoremai, skambėtų 
taip: „Jei trikampio ABC kampas C — nestatus, tai jo kraštinės 
a, b, c netenkina lygybės a?-- b2— c?*. 

" 4 api brėžimas. Teorema q—p vadinama priešinga atvirkš- 
linei. 

Ji pasižymi įdomia savybe: teorema, priešinga atvirkštinei, yra 
teisinga tada ir tik tada, kai teisinga pradinė teorema p=q. Taigi 


(p>9) = (qp). 


Si savybė yra įrodymo prieštaros metodu pagrindas: vietoj 
teoremos p--q, kurią reikia įrodyti, jrodome teorema q—p. Ki- 
taip sakant, norėdami įrodyti teoremą p—-q, tariame, kad galioja 
q, t. y. teiginys g yra neteisingas, ir bandome įrodyti, jog galioja 
p, t. y. teiginys p irgi yra neteisingas. Jei tai padaryti pavyksta, 
pradinė teorema p=>4 laikoma įrodyta. 

Dar apibrėšime du kvantorius. 

Simboliu v žymimas bendrumo kvantorius; jis vartojamas 
vietoj žodžių „bet kuris“, „kiekvienas“, „visi“. Pavyzdžiui, teiginį 
Ja ir kokia būtų x reikšmė, visada x4+2=24-x“ galima parašyti 
aip: 
yx: x42=2+x. 


. Simboliu 3 -Zymimas egzistavimo kvantorius; jis vartojamas 
vietoj žodžių „egzistuoja bent vienas“, „galima rasti“. Pavyzdžiui, 
teiginį „galima rasti tokią x reikšmę, su kuria x+2=5“ parašome 
simboliškai taip: í 

3x: x+2=5. 


. Matematikoje dar nagrinėjami teiginiai su kintamaisiais (jie 
vadinami teiginio funkcijomis), iš kurių, imant įvairias kintamojo 


5 


reikšmes, gaunami teisingi arba klaidingi teiginiai. Pavyzdžiui, 
iš sakinio „skaičius x dalus 5“ gauname teisingą teiginį, kai x=5, 
15 ir t. t., ir klaidingą, kai x=2, 3 ir kt. Teiginius su kintamaisiais 
žymėsime A(x), B(x). 


AIBĖS SĄVOKA. SKAIČIŲ AIBĖS. 
AIBIŲ SANKIRTA IR SĄJUNGA 


Aibės sąvoką vartojame, apibūdindami tam tikrų objektų visu- 
mą, pavyzdžiui, mokinių aibė, figūrų, homotetiškų duotajai, aibė 
ir t. t. Šioje knygoje nagrinėsime tik skaičių aibes. Priminsime, 
kaip jos žymimos: 


N — natūrinių skaičių aibė; 

Z — sveikųjų skaičių aibė; 

Q — racionaliųjų skaičių aibė; 
R — realiųjų skaičių aibė; 

R? — plokštumos taškų aibė. 


Kai skaičius a yra aibės M elementas (dar sakome, kad a priklauso. 
aibei M), rašome aeM. Užrašas a € M reiškia, kad a nepriklauso 
aibei M. Norėdami pažymėti, kad elementų x aibė turi savybę 
P(x), rašome (x| P(x)). Pavyzdžiui, užrašas (x|tgx=1) reiškia 
aibę tų x reikšmių, su kuriomis tg x—1, o užrašas ((x; y) | y- 
—4x>0) — aibę taškų (x; y), kurių koordinates tinka nelygybei 
y —4x»0. 

Aibė, sudaryta iš realiųjų skaičių x, tenkinančių sąlygą 
a<x<b (čia a ir b — realieji skaičiai ir a<6), vadinama užda- 
ruoju intervalu (atkarpa arba segmentu) ir žymima [a; b]. Aibė, 
sudaryta iš realiųjų skaičių x, tenkinančių sąlygą a<x<b, vadi- 
nama atviruoju interyalu ir žymima ]a; b[. Simboliais ]a; b| ir 
[a; b| žymimos aibės realiųjų skaičių x, tenkinančių sąlygas 
a<x<b ir a<x<b. Šios aibės vadinamos pusatviriaisiais inter- 
valais ir gaunamos iš uždarųjų intervalų, pašalinus vieną galinį 
tašką. - 


MNN 


2 pav. 


. Aibés realiųjų „skaičių x, tenkinančių sąlygas x<a ir x>b, 
kurias galima parašyti dar ir taip — oo<x<a ir b«x« oo, žymi- 
mos simboliais ] —oo; a[ ir ]b; co[. Visų realiųjų skaičių aibė 
žymima simboliu ] — oo; oo [. 

„ Tarkime, kad M ir N — dvi aibės. Šių aibių sąjunga vadiname 
aibę, sudarytą iš elementų, priklausančių bent vienai aibių M, N. 
Ją Zymime MUN. Pavyzdžiui, kai M=(1; 2; 3; 4; 5), N=(—1; 0; 
1; 2), tai MUN — (—1; 0; 1; 2; 3; 4; 5). i 

Aibių sankirta vadiname aibę, sudarytą iš elementų, priklau- 
sančių abiem aibėms. Sankirtą Zymime MAN. Taigi ankstesniame 
pavyzdyje MAN= (1; 2). 

Jeigu aibes M ir N schemiškai pavaizduotume skrituliais, tai 2 
paveiksle subrūkšniuota dalis būtų MAN, o 3 paveiksle subrūkš- 
niuota figūra — MUN. 


I SKYRIUS. RACIONALIEJI ALGEBRINIAI 
REISKINIAI 


§ 1. PAGRINDINĖS SĄVOKOS 


Algebrinį reiškinį sudaro raidės ir skaičiai, sujungti algebrinių 
veiksmų ženklais. Toks algebrinis reiškinys, kuriame raidės ir 
skaičiai susieti sudėties, atimties, daugybos, dalybos ir kėlimo 
sveikuoju laipsniu veiksmų ženklais, vadinamas racionaliuoju al- 
gebriniu reiškiniu. 

Reiškinys, kuriame yra keletas vienas po kito einančių sudėties 
bei atimties veiksmų, vadinamas algebrine suma. Pavyzdžiui, 2a + 
* —& . Pastovus dydis, kuris yra kito (dažnai kintamojo) 
dydžio skaitinis arba raidinis daugiklis. vadinamas koeficientu. 
Pavyzdžiui, reiškiniuose 3m3 — 5mn? +7, ax?-- bx-F c dydžiai 3, —5, 
a ir b yra koeficientai. 

Veiksmas, kuriuo randame kelių lygių dauginamųjų sandaugą, 
vadinamas kėlimu laipsniu, t. y. a-a-»....a=a”. Be to: 

n kartų 


1. n dauginamųjų, lygių a, sandauga vadinama n-tuoju skai- 
čiaus a laipsniu. 

2. Skaičius, kuris keliamas laipsniu, yra laipsnio pagrindas. 

3. Skaičius n, kuris rodo, kuriuo laipsniu keliamas pagrindas, 
vadinamas laipsnio rodikliu. 

Jeigu racionaliajame algebriniame reiškinyje yra skirtingų 
veiksmų, tai pirmiausia keliama laipsniu, po to dauginama ir dali- 
jama ir pagaliau sudedama ir atimama. Tos pačios eilės veiksmai 
atliekami ta tvarka, kuria jie užrašyti. Veiksmai su reiškiniais, 
parašytais skliaustuose, atliekami pirmiausia. 

Algebrinis reiškinys, kuriame yra tiktai daugybos, dalybos ir 
kėlimo laipsniu veiksmai, vadinamas vienanariu. Keleto vienana- 
rių algebrinė suma yra daugianaris. 

Algebriniai reiškiniai vadinami tapačiais, jei jų skaitinės reikš- 
mės yra lygios su bet kuriomis į tuos reiškinius įeinančiomis rai- 
džių skaitinėmis reikšmėmis. Vieno reiškinio pakeitimas kitu ta- 
pačiu reiškiniu yra to reiškinio tapatusis pertvarkymas. 

Vienanariai, kurie yra vienodi arba skiriasi tik koelicientais, 
vadinami panašiaisiais. Panašiųjų narių algebrinės sumos pakei- 
timas vienu nariu, tapačiu šiai sumai, vadinamas panašiųjų narių 
sutraukimu. 


$ 2. SVEIKUJU ALGEBRINIU REISKINIU SUDETIS, 
ATIMTIS IR DAUGYBA 


: Sudedant vienanarius arba daugianarius, visi jy nariai sura- 
šomi (kaip algebrinė suma) vienas po kito kartu su ženklais. Jei 
gautame reiškinyje yra panašiųjų narių, juos reikia sutraukti. 

Atskliaučiant reiškinius, kai prieš skliaustus yra minuso ženk- 
las, visi nariai, esantys skliaustuose, užrašomi be skliaustų su 
P MER ženklais. Pavyzdžiui, — (a—3b--4c—5) = — a4-3b — 
— 4c o. 

I$ daugianario (turinio) atimant daugianarj (atéminj), po ly- 
gybės ženklo parašomas turinys, po to visi atėminio nariai su 
priešingais ženklais. Jeigu gautame reiškinyje yra panašiųjų na- 
rių, juos reikia sutraukti. 

Dauginant to paties skaičiaus laipsnius, laipsnių rodikliai su- 
dedami, o pagrindas paliekamas tas pats. Pavyzdžiui, a^ - al - gm = 
= gk+Hm, 

Laipsnį keliant laipsniu, laipsnio pagrindas paliekamas tas 
pats, o rodikliai sudauginami. Pavyzdžiui, (a*)r=atr, 

„Dauginant vienanarius, jų koeficientai sudauginami, vienodų 
raidžių, esančių abiejuose dauginamuosiuose, laipsnių rodikliai su- 
dedami, o raidės su jų rodikliais, esančios tik viename dauginama- 
jame, sandaugoje parašomos nepakeistos. Pavyzdžiui, 3a26265 X 
X(—2ac?) = —6a3b?c?. 

. Dauginant daugianarį iš vienanario, reikia padauginti iš to 
vienanario kiekvieną daugianario narį ir gautąsias sandaugas su- 
deti. Dauginant daugianarį iš daugianario, vieno daugianario 
kiekvienas narys dauginamas iš kito daugianario kiekvieno nario 
ir gautosios sandaugos sudedamos. Jeigu gautajame reiškinyje 
yra panašiųjų narių, jie sutraukiami. 

1 pavyzdys. Sudėkite daugianarius: 
do di ced 3 l B 
g X 3 3 xy) 3 x34-4 4 xu xy?) (3 1 7x4*)= 
dou 2 A 3 1 
—343-—3 Fey or 4 Oy xy r3, l + x= 


2 
-(i—i +35)04+ (42-32) y+ (1- 17) xy?= 


11 
=3 3 


A 


1 T 

x3+1 13 x?y — 7 Xy. 

2 pavyzdys. Atimkite daugianarius: 

/ 3 5 1 , 

(14-159?) — (107 4-7 xy 1s y!) =1,4x%—1,5y?— 102 124 

5 1 5 
+31 = (14-1075) 3 xy- (1 $ +14) y= -9,35124 
t xy-2$ ut. 


3 pavyzdys. Sudauginkite: 


| o Uapi. opa 
E a?b — E ab? — E ). 35 ab= i . Pastr— r1 ds d E ab 
4 
. 7 
= Ë qup? Saito — 5 abt=2 y aibi Sat — 2 y abt. 
2 
4 pavyzdys. Sudauginkite: 

l 5 Bs. gu 
(x2 +1 i) Gy-4— q 3u- q: SX 7030 

5 4 > 
— | Ax = 4x — $: 4=xy— E xg? 4- E ue 3** 10xy—5 


1 3 pl 
=1lxy-75 xy? 3 197 lg * 5. 


Pratimai 


Atlikite veiksmus: 

. (2,9952 — 1,5xy 4- 2,5?) ( —2,4xy). 

um —8a"-!b--2an-?b^) ( —0,4a7+203). uU 

. (2 (x? +2)” — 2x (x2 4-2) 2-4 (32-2) ?) (—3x (x + ) 
, 5 T = 

AL (a- 5)r (a bye g (ac b)r7 (ab) 


i 
y 


n-8). 


= PN 


+ L1a+b)r21a—b)9) -0,6(a+bYP+?- (ab). 
9 


ls UL, 
5. (5ab?+4b?) (3ab3— 4a?). 6. (5 + qUe alg Y 73 
7. (x(x? 4- 2) 7-34 2x2 (x2 - 2) 29-144 (x242)99+1) (x7 G3 2) n7 
4x (x? - 2)9-1 - 8x (x? 4-2) n). 
Suprastinkite reiškinius ir apskaičiuokite jų reikšmes: 
8. 3x2y— (xyz— (2xyz — xz) —4x224 3x"y— (xyz —5x?2) ), 
kai x2 —1, y=2, 2=3. | , 
9. abc — (3a?b — (4abc--2ab? —3a?b)), kai a- —,. b——3. c=-4, 


: 3 
10. (m—5) (m—1) — (m+2) (m—3), kai m=—2 5 . 


(3n —1) (n+1) + (2n—1) (n—1) — (3n+5) (n—2), kai n=0,375. 
3 AE d e Dot] (x—5) -2(2— 7x--13), kai x=5,6. 


$ 3. SUTRUMPINTOS DAUGYBOS FORMULĖS 


Taip vadinamos formulės 


(a4- b)? — a? -2ab - b?, D 
(a4-b) (a— b) 2a?—b?, (2) 
(a-4- b)? — a3 --3a?b +3ab? + b3, 1 
(a 4- b) (a? — ab +b!) — a3 +b’, (2) 
(a— b) (a? -- ab +b?) — a? — D$. (5) 
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Daugianario kėlimo kvadratu taisyklė: keliant daugianarį kvad- 
ratu, kiekvieną daugianario narį reikia pakelti kvadratu, tuomet 
juos sudėti ir prie gautosios sumos pridėti kiekvieno nario su vi- 
sais po jo einančiais nariais dvigubas sandaugas, pavyzdžiui, 


(a— b c)? — a? 4- b? 4- c? — 2ab 4-2ac — 9bc. 


1 pavyzdys. Reiškinį Fama Žemai pakelkite kvadratu. 


Sprendimas. Pritaikę (1) formulę, gausime: 
2 ^m-— 3 m— s 2 m=. i " 2 m-—2 — 3 m-— 
(3-4 my - (gomez s fe [em 


+ 


yan J = Žymi Žymos, 


2 pavyzdys. Sudauginkite (0,1m?—0,3n) (0,1m3 +0,3n). 
Sprendimas. Pritaikę (2) formulę, gausime; 
(0,1m*—0,3n) (0,1mš 4-0,3n) = (0,1m3)2— (0,3n)?— 0,01m$ — 0,09n2, 

3 pavyzdys. Sudauginkite (a363 +a5 + 55) (a3b3 — a5— b6) . 

Sprendimas. Pritaike (2) ir (1) formules, gausime: 
(a9b3 4- a5 4- b5) (a3b3 — a8— b8) = (a3b3 + (a5-4- b5) ) (a3b3 — (a$4-59)) = 

= (a3b3)2 — (a684 bê) 2 — 856 — (a!2-- 20555. b12) = ` 
— q9b6 — q12 99656. p12— — (a!2 4- a9b5 4- p12). 
4 pavyzdys. Atlikite veiksmus: 
(3a 4- 2)3 — (3a— 5) (9a? 4- 15a 4- 25). 


Sprendimas. Pritaike (3) ir (5) formules, gausime: 
(3a 4 2)9— (3a—5) (9a?-- 15a +25) = 
= (3a)?’+3 - (3a)? - 2+3 - 3a - 224-23— ( (3a)3— 53) = 
— 27a? + 54a? + 36a 4- 8 — 27a? -- 195 — 5482 - 36a +133. 


Praiimai 


Atlikite veiksmus: 
13. 1) (2 yx $ 9)(2,5x--0,75): 
T docet) rid.) 
3) (1004 Ly); 4 (0,15% Ley. 
14. 1) (zx-i) (i + ixl); 2) (4*--4v) (42x — Au 4 42v) ; 


3) (Oy xy) Gy" xy); — 4) (2x—y+32) (2x y — 32). 
15. (ní—2n?--4) (n?--2) —2(1—n3)2— (3— n3) (134-3). 
16. (1—x-F2x2?—3x?) (12- x —2x2— 3x3). > 
17. (xy - 2x?) (x?y? — Ax*) (xy—2x2). 
18. (m*— mnt n?) (m? -- mn.4- n?) (m*— m?n2 4- n*). 
19. (m?-4- mn — 2n?) (m? — mn —2n?) (m^ -- 5m?n? -- 4n^) . 
20. (a?—a-F1) (a?4- a 4- 1) (a*-- a?4- 1). 


li 


8 4. VIENANARIŲ IR DAUGIANARIŲ DALYBA 


Dalijant to paties skaičiaus laipsnius, reikia „pagrindą palikti 
tą Wu e i$ dilinio laipsnio rodiklio atimti daliklio laipsnio ro- 
diklj, t. y. 

am : ar =ar, 40 ir mn. (7) 


ijant vienanarj iš vienanario, atliekami šie veiksmai: 1) da- 

mero ec Ce amas iš daliklio koeficiento; 2) prie gautojo 
dalmens kaip daugiklis prirašoma kiekviena dalinio raidė su ro- 
dikliu, kuris lygus tos raidés dalinio ir daliklio rodikliy skirtumui; 
3) raidés, esancios tik dalinyje arba tik daliklyje, dalmenyje pa- 
rašomos nepakeistos. MO l 

Dalijant daugianarį iš vienanario, reikia kiekvieną daugiana- 
rio narį padalyti iš vienanario ir gautus dalmenis sudėti. į 

Daugianaris iš daugianario dalijamas taip: 1) dalinys ir da- 
liklis išdėstomi tos pačios raidės mažėjančiais laipsniais; 2) vy- 
riausiasis dalinio narys dalijamas iš vyriausiojo daliklio nario, 
ir gaunamas pirmasis dalmens narys; 3) gautasis dalmens narys 
dauginamas iš daliklio, o sandauga atimama iš dalinio; 4) gautos 
liekanos vyriausiasis narys dalijamas iš vyriausiojo daliklio e 
rio, ir gaunamas antrasis dalmens narys; 5) gautas antrasis dal- 
mens narys dauginamas iš daliklio, o sandauga atimama iš pirmos 
liekanos; 6) tas pat daroma su antrąja liekana ir t.t. EN 

Jeigu gaunama liekana, kurios vyriausiasis narys nesidalija 
iš vyriausiojo daliklio nario, vadinasi, padalyti be liekanos ne- 
galima. 

1 pavyzdys. Daugianarį 4(a—b)" — 3(a—b)"*? + 2(a— 
—b)»+2" padalykite iš vienanario S Me 

rendimas. (4(a—5)"—3(a—b5)"**--2(a— n):6(a— 

EUM — b)": és — b)^— 3(a — b)"*?: 6(a — b)"+ 2(a— 


l 1 DT 
—p)»*? : 6(a—b)"^— $ (a— b)"-"— 5 (a—b)?+ -g (a- b) r+". 


2 pavyzdys. Daugianarį — 13a?x — 5a*— 13ax3 +6x*+ 13a?x? 
padalykite i$ daugianario 2x?— a?— 3ax. MN 

Sprendimas. Dalinj ir daliklį para$ome mažėjančiais x 
laipsniais ir dalijame pagal daugianario dalijimo iš daugianario 
taisyklę: 


6x*—13ax?--13a2x?— 13a3x —5a^ |2x2-3ax— a? 
^ 6x!'— 9ax3 — 3a?x? 3x2— 2ax + 5a? 
— 4a x? + 16a?x? — 13a3x — 5a* 

—4ax34 Gažxž+ 2a?x 
10a?x? — 15a3x — 5a* 
— 10a2x? — 15a?x — 5a* 


0 


Pratimai 


Padalykite: 


21. ( 0,7a»x3a + qan — Žav-3ya+5 — garten) : ( —-Žav-sy4-7 ) 


22. (5(a--202) (a— 2b?) — 2. (5a—40?) (a-4- 12,55?) + 
+Ža(+a-1217)) : (—0,3a). 

23. ((ax—2(a4-2))-(a(x—1) +2) +2(4—a2) 4-3a2x) : 2ax. 

24. (6a?+ a?—29a--21):(2a—3). 

25. (4a*— 14a3b — 24a?b? — 54b*) : (a? — 3ab — 9b?) . 

26. E m- 2 m? ms 3) ; (m+ eR m) 
16 8 32)" 8 2 . 

27. (6afn-44 g2n-2 — g2n-2): (9249). 

28. (a(a—4b) --3(b?—bc--ac)): (a—3b4-3c). 

29. Su kuriomis a ir b reikšmėmis daugianaris x*— 333 -- 3x2 - ax 4- 
tb dalijasi iš daugianario x?—3x--2 be liekanos? 


$ 5. DAUGIANARIU SKAIDYMAS DAUGINAMAISIAIS 


Apskaičiuojant reiškinių reikšmes, prastinant trupmenas, spren- 
džiant lygtis ir kitus uždavinius, daugianarį dažnai pravartu iš- 
reikšti dviejų ar kelių daugianarių (kai kurie jų gali būti ir vie- 
nanariai) sandauga. Toks tapatusis pertvarkymas vadinamas dau- 
gianario skaidymu dauginamaisiais, o gautas rezultatas — skai- 
diniu. Skaidydami dauginamaisiais, grupuojame daugianario na- 
rius, bendruosius daugiklius iškeliame už skliaustų ir taikome su- 
trumpintos daugybos formules. 

l pavyzdys. Daugianarį 4a?bc — 6ab?c +802bd— 19ab?d. iš- 
skaidykite dauginamaisiais. 

prendimas.  4a?bc—6ab?c--8a?bd — 12ab?d = 2ab((2ac— 
—3bc) + (4ad — 6bd)) = 2ab (c(2a—3b) + 2d (2a —3b)) = 2ab (2a— 
— 3b) (c4-2d). 

2 pavyzdys. Daugianarį x3+6x2+11x+6 išskaidykite dau- 
ginamaisiais. 

Sprendimas. x?--6x?-- 101x--6— (43142) + (5x2+5x) + (6x 4- 
+6) =x? (x F1) +5x(x+1) --6(x4- 1) = (x + 1) (x2-- 5x + 6) = (x4- 
+1) (G2 -E2x) + (3x--6)) = (x+ 1) (x (x--2) + 3(x+2)) =(x + 1) x 
X (x2) (x4-3). 

pavyzdys. Daugianarj x*4J-y*J-2!—232y?—92x?22? — 9222 
išskaidykite dauginamaisiais. 

Sprendimas. x*4-y!--21—9x2y? —9x?22 9,222 = (x*— 2x?y? 4- 
—-2)—4)2?— (x?—y1—22—292) (1? — y? — 2 + 2yz) = (x — (+ 
+2yz + 2?) ) (x?— (Y+ 22— 2yz)) = (22 (y + 2)2) (xi — (y — 2)?) = 
= (14+y+2) (x-y—2) (14+y—2) (1—y+2). 
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Pratimai 


Išskaidykite dauginamaisiais: 


30. 1) 7024 14ab+7b?2—7c?; 2) a?— D? -x* —? -2(ax— by). 

31. 1) 9a?x?— 1005? — 4b?x? + 225a?; 2) 8x3— (5x —3)*. 

32. 1) 125c? — 450c?b 4- 540cb? — 21603; 2) y!5--0,027c?x5. 

33. 1) x3—2x?—5x 4-6; 2) x3—5x?-- 12x — 8. 

34. 1) a'44; 2) Ae, 

35. x3 — cx? c acx — ax? — bex - bx? — abx +abc. 

36. (ay +6x)3+ (ax 4- by) — (a+b?) (x? 4- 4°). 

37. x(x$—a3) --ax (x? — a?) +a3(x—a). 

88. x^ x*- x Ex EXT. 

39. (x—y)*- (y z)**- (2x3. 

40. (a--b-- c)? — a3 — b? — c$. 

41. y(x—22)?--8xyz 4- x (y —22)? - 2z (x - y)?. 

42. (x?-- y?)3+ (22 — x?)*— (y? 4- 22)3. 

43. Įrodykite, kad (a+b+c+d)?+ (a+b—c—-d)?+(a-b+c= 
—d)?-- (a—- b —c--d)?—4 (a? - b? - c? d?). 


§ 6. ALGEBRINES TRUPMENOS 


Trupmenos, kurių skaitiklyje ir vardiklyje yra algebriniai reiš- 
kiniai, vadinamos algebrinėmis trupmenomis. Reikia visuomet at- 
siminti, kad trupmenos vardiklyje esantis algebrinis reiškinys ne- 
gali įgyti skaitines reikšmės, lygios nuliui, nes dalyti iš nulio 
negalima. 

Trupmena lygi nuliui tada ir tik tada, kai skaitiklis lygus nu- 
liui, o vardiklis nelygus nuliui. Pagrindinė trupmenos savybė api- 
būdinama taip: algebrinės trupmenos skaitiklį ir vardiklį padau- 
ginę arba padaliję iš to paties algebrinio reiškinio, nelygaus nu- 
liui, gausime trupmeną, tapačiai lygią duotajai. Trupmenos reikš- 
mė nepasikeis, kai skaitiklio ir vardiklio ženklus pakeisime prie- 
šingais. Ji nepasikeis ir tada, kai kartu pakeisime skaitiklio arba 
vardiklio ženklą ir pačios trupmenos ženklą. 

Sudedant arba atimant algebrines trupmenas su vienodais var- 
dikliais, reikia sudėti arba atimti jų skaitiklius, o vardiklį palikti 
tą patį. Sudedant arba atimant trupmenas su skirtingais vardik- 
liais, pirmiausia reikia jas subendravardiklinti. Trupmenas daugi- 
nant, atitinkamai sudauginami jų skaitikliai ir vardikliai. Trup- 
meną dalijant iš trupmenos, dalinys dauginamas iš trupmenos, 
atvirkščios dalikliui. 

Sutarkime, atlikdami tapačiuosius pertvarkymus, turėti galvoje, 
kad kintamųjų reikšmės yra tokios, su kuriomis nagrinėjami reiš- 
kiniai turi prasmę. | 

1 pavyzdys. Suprastinkite reiškinį 

(55 PES UR ): E ni 
a—2b ' a+2b) a$43a?b—9ab? ° 


: a b ad+8b3  — 
Sprendimas. (755 tad] Sis 
e a(a+2b)+b(a—2b) _ (a+2b) (a?—2ab+44b?) — 


(a—2b) (a+2b) a(a?+3ab -2b?) 
X (a?+2ab+ab — 2b?) (a?—2ab+-4b?) _ (a?+3ab—2b?) (a?—2ab + b? -- 3b?) 
(a —26)a(a? - 3ab — 202) = — a(a- 3b) (a13-3ab — 253) > 
_ (a— b)? -3b* 
— .a(a—zb) ^ 


2 pavyzdys. Sudėkite trupmenas: 
at b? c2 
a? — ab — ac -- bc T b*—ab--ac—bc S (c—a) (c—b) * 


j a? b? c 
Spren d Nap S: a?— ab — ac-- bc 2 b*—ab-rac—bc T (c—a) (c— b) = 
T a? b: c NI 
^. a(a—-b) —c(a—b) i ¡aa (c—a) (cb) 
ps a 4 b2 c -— a? 
(a-6)(a—c) * c(a-6) —b(a—0) * (a—c)(6—c) ^ (a—b)(a—c) - 
b? c _ a*(b—c) —b?(a—c) --c?(a—b) 


. Gib—a'c—ab?--b*c-raci— bc? — (a?b— ab?) — c (a? — b?) +c (a — b) 
(2—6) (a—c) (b—c) (a-b)(a-c)(—c) T 
. ub(a—b)—c(a—b)(a4-b)--c?(a—b) | (a—b)(ab—ca—cb--c?) — 
^... (a=b) (a-c) (b—c) |. (a-b)(a-c)(b—e) > 
. a(06—c)—c(b—c) | (b—c)(a—c) x 
(a-c)(b-c) ^ (a-c)(b-c) ^ 


3 pavyzdys. Sudauginkite reiškinius: 


; 4 
hrs cm e 


" : 4xy 2x 
Sprendimas. === -1Jf1- >))= 


4xy — Zi c x? y? —2xy .Xtytz2-2x  (xty)'22 y+2-x 
22— (x? - 2xy +y?) x+y+z — z2—(x—-y) x+y+z2 

= CAGA) ry 2) zx) -xty-2 

(2-xcy)(z*x—y)(xtytz)  x—y+z" 


4 pavyzdys. Suprastinkite trupmeną 
a: —4-— |a— 2| 
a3--2a?- 5a—6 ` 


„ Sprendimas. Sprendžiant šį pavyzdį, reikia remtis skai- 
čiaus modulio sąvoka, kuri apibrežiama taip. Kai skaičius a yra 
teigiamas arba lygus nuliui, jo modulis (absoliutinis didumas) ly- 
gus pačiam skaičiui, o kai skaičius neigiamas, jo modulis lygus 
skaičiui su priešingu ženklu, t. y. į 


| a, ka! u>=0, 


la| | —a, kai u<0. 
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Duotajame reiškinyje dydis a—2 gali įgyti teigiamas ir nei- 
giamas reikšmes, todėl reikia nagrinėti du atvejus: kai a—2>0 ir 
kai a—2<0. Kai a=2, reiškinys neturi prasmės, nes trupmenos 
skaitiklis ir vardiklis lygus nuliui. 

1. Kai a—2>0, da a>2, tai |a—2|=a-—2. Todėl 


4—|a—2| _ a?—4— (4-2) 
Era io dg a54-2a?—5a—6 * 


Kadangi a2—4= (a—2)(a--2), tai aišku, kad skaitiklyje prieš 
skliaustus galima iškelti reiškinį a— 2. Patikrinkime, ar negalima 
a—2 iškelti prieš skliaustus ir vardiklyje. Tam vardiklį padaly- 
kime iš a— 2: 


= 5a—6 ja—2 
— 2a? à? 4-4a 4-3 
- m 
4a? — 8a 
. 3a—6 
3a— 6 
0 


Kadangi a?--2a?—5a— 6 pasidalijo i$ a—2 be liekanos, tai a3+ 


--2a2—5a—6-— (a—2) (a?--4a4-3). Todėl duotoji trupmena lygi 
tokiai: 
(a—2) (a+2-1) |^. acl _ atl ne 
(a—2)(a?2-4a--3)  a?4a43 @+a+3a+3 — 
enin... WES Lo DON 
a(a+1)+3(a+1) (a+1)(a+3) a+37 
2. Kai a—2«0, a<2, tai |a—2| 2 — (a—2). Gauname: 


a?—4—|a—-2| | 


— (0-2) (a+2)+(0-2)__ a+3 1 
a8 +2a?— 5a —6 


(a—2)(a+4a+3) — 75 


a?+404+3 a41l" 
| 


kai a<2, a= — 1, a= — 3; TEE 


1 
Atsakymas. S 3 


+1 
kai a>2. 


Pratimai 
Suprastinkite reiškinius ir apskaičiuokite jų reikšmes: 


3a? + ab? — 6a?b — 2b? Ape MN 
44. 05 — ab^ — 18a*b 4205 * kai s 0,(3); b= 0,5. 


45, (EB): AAA). A, kai n— —0,5. 


n—2/! ` 3n?—]12n-4-12 
xk) KSI (AA = kai pa 033 
46. ( ta Alb kai x— 34 e 
a2—2a-4-1 ^ (a+2)?—a@2 — 3 ] Tek 
47. = ¿23 ( 4a2—4 zu kai a= — 0,01. 
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48. 
49. 


50. 


66. 


67. — 


68. 


lin 
uo 
== 
i-um m: yb zs (p-2+ 5j: 
(E 
= 
( 


li Em : 
(E 


5a =+) a * Xx 25) 
a+x  a—x 


2x2 
. l-3a4a — 1 ,,0741 
Se ad—1 x j-a * 


1 2 wed E 
2a— a p^ +) (as 4a?— 3 + l Jj 
s p? 


Qt 
E pt jt E 7X 
= * S 18x4 81 x—9 94x" 
mi 2a—] I 

A l: )1- l3). 
5 „4- Ltd 
| 
(a— btt. 


xy y? ) 
x+y 
a5 + b5 -- a2b3 -- a3b? 


* (a+b)?—ab ` (a3--b3--a?2b Tab?) (a3— b3) ` 


(Z 18aà3—a—9 , 3a—2 |, a*-F 10a -25 
3241 9a'—1l E ^ 9a—1 | 
. O9b*(3b--4a) | 24ab Te 
Foi 4a? +6ab -- 9b? 


= x+y Cx 2xy +y? 
aj ie 3+2a | 2—3a|, a—1 
X ue a?—4 axe ul mpm 
a—] b-1 c-l 
3abc AC "r AER. 
bc--ac—ab “m S 
ato c 
1 1 
a bcc (1 pies) abor 
1 1 2bc * aba ^ 
a bxc 
—p2 
2b+4— a ab -- 2a2b? -- ab3 — 4a0?b2 
634206? 3025 | a2—b2 > 


2. Matematika 


a?—= x?) ° 


. 3b (3b +4a) 


2a — 3b 


EA: 2x+y ): 3 
rc ld 


a+2b — 3c—a a2—bc kai LS MEE 
3a—3b  2a—2c ' a?—ac--bc—ab' p d 
as 2 

(12420 EE): (+ 1- ERE?) , kai x—7,(9). 
Suprastinkite reiškinius: 

a—2n _ a-n 1 

dnm  an—-anqm anr’ 

m+n + n+p ptm 
` (n—p)(p—m) | mp—m?--mn—np | mn+np—n?=mp ` 
di —3b)(a—c) " (2b—c) (2b—a) * (c—a)(c—35) ` 
_ ata + a—a-1  — 20 
a?—] odia. 1 apagar œi’ 


E 


a 


t 1 2c 
E) (a+b+20) 
i UAB 
a? pi *tab as 
a—b — a+b4a 
2a—b  9a?-Lab— p? 
Aaa y ap (Bb Lab oa). 


n , 
A E a Let) rca 
P BB y'a 
1+ = 
a*—a?—20—] | a*4-2a83—a—9 
ED c 
br 
[ (a x)? (a— x)? 
' ax a E +4)1 q*— xt) = ^em 
(ax —ax2) ; dcn sa a : ax 
BR —— 
—9n?-4 12n?4-9n— 13 di 
n*— 10n34+22n2—13n * 
D*F Ap? -- 10p 4-12 P3—3p? + 8p 
"PP p+-2p+16 P?+2p+6 
2 
a3+a?— 9a 2ļa+5|—a+ A 
a $ ` 3a+10a—25 * 
x|[x-3| -x?—9 3— ) 
> s SG. 79. x3-6x?--11x —6 
Zi, +9x (x3—4x2+3x) |x —2; " 
| ĮX- xl 
{2 —2x pul 42x— 4): Ix — 2]. 
į (s KS aa IS 1 „234+22749244 
s t 23—8 sl 3-29 31 
d | pew 2a 4a3 8a' 
5 a+b a+b t ap t aš + b8 ^ 
3. (15- [xi = „X-x(4x-1)—4 , X 29x +78 
x?4 | Xe0x9—-x—6 1" 3x24 12x-36 * 
: ( 3(x+2) 2x*— x —10 5 3 
2(8 7E x ex 1) T 2(x3 x4 TA (zu tnn 
( Xy _ 4 4 y Z Ji ttn 
2y—x Xt—xy—-2V]' x+y+xy+x 


H skyrius. LAIPSNIAI IR SAKNYS 


1. LAIPSNIS SU NULINIU IR SVEIKUOJU NEIGIAMU 
RODIKLIU 


Pirmajame skyriuje laipsnį a" apibrėžėme kaip n vienodų dau- 
ginamųjų a sandaugą, kai n — natūrinis skaičius. Šiame skyriuje 
apibrešime laipsnius su įvairiais rodikliais. Pradėsime nuo nuli- 
nio ir sveikojo neigiamo rodiklio. 

Ankstesnis apibrėžimas netinka, nes neįmanoma a pakartoti 
dauginamuoju nulį arba neigiamą skaičių kartų. Todėl laipsnius 
su tokiais rodikliais reikia apibrėžti iš naujo. 

l apibrėžimas. a0=1, kai a0. 

Pavyzdžiui, 20=1; Be kai a=b; (—5)0=1; —50=—], 

2 apibrėžimas. ac-l, kai a0 ir neN. 

Remdamiesi trupmenos kėlimo sveikuoju laipsniu taisykle, reiš- 
kinį > galime parašyti kaip (LV. Tuomet a7^— (5j. Taigi skai- 
čius, pakeltas neigiamuoju laipsniu, lygus atvirkščiam skaičiui, 
pakeltam priešingu laipsniu. Atvirkščiai, kiekvieną trupmeną, ku- 


rios skaitiklis lygus vienetui, donus parašyti kaip laipsnį, di 


rodiklis neigiamas. Pavyzdžiui, + I-3- he E =23, 0,1=10-1; — = 


+ 1073=2,7 + 1075; 2l-5 9.23 ip Esto 


Veiksmus su a SETAN nulinius ir neigiamus rodik- 
lius, atliekame pagal tas pačias taisykles, kurios taikomos laips- 
niams su natūriniais rodikliais: 


xm.x-n = grin) mon; xm. x= xm-(-n)— yn, 
Technineje literatūroje dažnai randame skaičių, parašytų stan- 
dartine išraiška. 
3 apibrėžimas. Skaičius a yra standartinės išraiškos, jei- 
gu iis išreiškiamas skaičiaus ay (1xzao«10) ir dešimties sveikojo 
laipsnio (10", n=Z) sandauga, t. y. 


=40* 107. 


Pavyzdžiui, vidutinis Žemės atstumas nuo Saulės 1,49 - 105 km, 
šviesos greitis vakuume c=2,9979250(10)- 108 m/s, elektrono spin- 
dulys icu 817939 (13)- 10-15 m. 
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Pratimai 


86. Apskaičiuokite:. 


87. 


88. 


89. 


90. 


96. 
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ec 


Sias trupmenas išreikškite sveikaisiais reiškiniais, vartodami 
neigiamus laipsnių rodiklius: 


S niuis 
2) 0,1; 0,001; Dont 0,00000001; 
5 3 3 1 
) 15 7257 125? 2 93? 64* 
1 1 


5xy a+b, EAN 
1) == zu ; 2) 4x. y* 3) auc A 4) 5 a—b $ ; 5) TT 
m -+ 
5x? (x+ 
1) 75; 2) 25; 3) Eu 4) o. 


Ais reiškinius taip, kad juose nebūtų neigiamų ro- 
iu: 


5a—!b— 3(a—b)—? 


x h : 5a (a —b)—* 
Dau aic 2: Superi 4) 


JT" 


Atlikite veiksmus: 


. 1) (x-x?—x-)- xt 


2) (ax?+bx)x2; 3) (ax- 34 bx + cx?) : xo, 


. (at+a-2b04 ab-2 — a0b-3)- asp, 
. 1) (2x4-3x-1) (3x—2x-1); 2) (8m—2n-!) (4m3+5n>2). 
. 1) ERA lr) 


2) (6a2—104—64-4a-!):(34+1— a). 


(3) (7275 (71); (7199; 9) (3); (Ly); 


EA 


1) (m— (1—m)?) UnA Eme. 2) (x2+a-) (x-2—a-3); 
—m+1 


m—2 


—23p—1 —15—2 ; 
3) HE 4 (aš — b3) (a2 9ab +b?) -2, 


$ 2. SAKNIES SAVOKA 


Išnagrinėkime lygties 
x"—a (1) 


sprendimą; čia neN (n>1), a — bet kuris realusis skaičius, aeR. 

1. Tarkime, kad n — lyginis skaičius. Kai a<0, ši lygtis ne- 
turi šaknų, nes nėra realiojo skaičiaus, kurio lyginis laipsnis būtų 
lygus neigiamam skaičiui. Kai a=0, (1) lygtis turi vieną šaknį, 
lygią nuliui. Kai a>0, (1) lygtis turi dvi šaknis, kurios skiriasi 
ženklais. 

2. Kai n — nelyginis skaičius, (1) lygtis su bet kuria a reikš- 
me turi vienintelę šaknį. 

Lygties x"^—a šaknis vadinama n-tojo laipsnio šaknimi. 

1 apibrėžimas. n-tojo laipsnio šaknimi iš skaičiaus a va- 
dinamas toks skaičius x, kurio n-tasis laipsnis lygus a. 

Kai a>0, lygtis x"=a su visomis n reikšmėmis — lyginėmis. 
ar nelyginėmis — turi neneigiamą šaknį. 

2 apibrėžimas. Neneigiama šaknies reikšmė iš neneigia- 
mo skaičiaus vadinama aritmetine šaknimi. 

Aritmetinė n-tojo laipsnio šaknis iš skaičiaus a žymima sim- 
boliu va Čia a — pošaknis, n — šaknies rodiklis. Pavyzdžiui, 
V27=3, nes 33=27; V32=2, nes 25=32, ye 7, nes 72=49. 

Iš apibrėžimo išplaukia, kad 


Y aY — a. 


Simboliu va, kai n — nelyginis, o a<0, žymėsime ne tik arit- 


| metinę šaknį. Pavyzdžiui, V —27 = — V27=-3, Y —32— 


=— V 32--2. Tačiau, kai n — lyginis, sutarsime, kad užrašas 
V à reiškia tik aritmetinę šaknį. Vadinasi, kai n — lyginis, V a>0. 
Rašyti V aà?— a negalima, nes kairėje lygybės pusėje yra nenei- 
giama aritmetinė šaknis, o dešinėje — skaičius a, kuris gali būti 
ir neigiamas. Todėl 
— a, kai az, 
V a*— |a|— tam kai a« 0. 


Pavyzdziui, V (a-5)*- ia-b|- (bu bec 


l pavyzdys. Su kuriomis x reikšmemis reiškiniai V x--7 
ir V 3—x turi prasmę? 

Sprendimas. Šaknis, kurios rodiklis — lyginis skaičius, 
turi prasmę, kai pošaknis neneigiamas: x+7>0, xz — 7. 

Kai šaknies rodiklis — nelyginis skaičius, pošaknio ženklas gali 
būti bet koks. Todėl iš sąlygos — (3—x) yra bet koks — gauna- 
me xeR. 
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2 pavyzdys. Suprastinkite reiškinį 2x+ V (x—3)? 3). 
Sprendimas. Reiškinys turi prasmę su visomis x reikšmė- 
mis, nes su V'xeR. (x-3)2>0. 


2 
2x4- V (x—3)?=2x+|x+—3|= ner P m p 
=$ 3, kai x>3, 


—1x+3, kai x<3. 
3 pavyzdys. Suprastinkite reiškinį Va+2 Va—1— 


a 2 V a=1. 

Sprendimas. Spresdami &j uZdavinj, turime sugalvoti, kad 
a+2Va—1=(a-1)+2Va-=1+1=(Va-1+1)? ir a-2Va—-1- 
—(V a—i—1)?. Todėl abu pošakniai yra neneigiami su tomis 
a reikšmėmis, su kuriomis turi prasmę V a—1. Taigi turi 


būti a>1. Pertvarkome kiekvieną pošaknį: V a+2 Vé-i- 
=p a-9ya 1 V Vali Vøra -rri 
a Va-1+14+ Va=1—1, kai Va=1>1, 
EET MORES V S e 
Va-1+1+1- V a-1, kai Va-1<1 
-[2 Và—i, kai a>9, 
ai kai 155042. 


Ištraukę šaknį V VT+ modulio ženklo nerašome, 


nes reiškinys Va-1+1 yra teigiamas su visomis a reikšmėmis, 
su kuriomis jis turi prasmę: juk teigiamųjų skaičių suma — visada 
teigiamas skaičius, o aritmetinė šaknis V a—1 yra neneigiama. 


4 pavyzdys. Raskite klaidą šiuose „tapačiuose“ pertvarky- 
muose. 


Turime teisingą lygybę: 4—10=9—15. Prie šios lygybės abie- 
jų pusių pridéje 6-7 , gauname 4—10+6 £=9—154+6L-. Toliau 
lygybę pertvarkome, išskirdami dvinario kvadratą: 

5 512 5 51 
22—2-2-2 + (2) =3-2-3-2+[2), 
5v /„ 5v 
(2- 3) -(s- 3). 
Ištraukę iš abiejų Mi yes šaknį, gauname: 
2— y =3- 3 =; 2=31 


Atsakymas. Klaida Aedes traukiant kvadratinę šaknį. 
Iš to, kad kvadratai lygūs, dar negalima daryti išvados, jog pa- 
orindai yra lygūs. Primename, kad a2=b? < a=b, kai a ir b — 
teigiami, o apskritai a?— D? <> > la|= lb]. 
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Pratimai 

Apskaičiuokite šaknų reikšmes: 
v.V& VT y —2:V3» VI i006. 
98. V4; y 16; VE: V 0,0016; 10,25; V 64. 


99. Kurie reiškiniai neturi prasmės realiųjų skaičių aibėje: 
1) V—9; V —8& Y —32; Y —16; 
2 V-I; V=1; V6; Vol; VO; 
3) —0,0001; V0,04; V —0225; y —0,0016; y 0? 
Apskaiciuokite: 
100. 1) V (5—a)?, kai a<5; 2) V (5—a)?, kai a>5. 
101. 1) V(B-=0% kai x<3; 2) V (3—x)*, kai x>3. 
102. 1) V(x—g)3, ka x«y; 2) V (a—b)*. 
103. 1) Y (m—n)5; 2) V (a—b)5, kai a>b; a<b. 


104. Apskaičiuokite reiškinio a+ V 1—2a--a? reikšmę, kai a=5. 
Suprastinkite reiškinius: 


105. 1) a+ V (a—5)2 2) m+n+ V (m—n)?. 
106. 1) Vi -12x436-y x, 2) V EE Var 


Sr Y ER A 
107, y E VETE. FEY AE 
. D x?4- 14- 2|x| : ETT EE EA 
(x2+1)- E 
] y pa 
108. — a+21 a-2-1 l a-2V a—2—1 ^ 


1 1 
V= Va—-2-1 ' a-2V a-2-1 


$ 3. VEIKSMAI SU SAKNIMIS 


Pagrindinés tapatybés, kuriomis pagrjsti veiksmai su aritme- 
tinėmis šaknimis, yra šios: 


1) Y a)^—a (pagal šaknies apibrėžimą). 


2) Var= "V ar» (pagrindinė šaknies savybė). 
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Bo 12 2135 
y 25; y xB= y Al. 


Pavyzdžiui, V5= ⁄ 55; V 2— 
3) V abc- y'a -V b-Y c. 
Pavyzdžiui, V 900— V 9 - 100= V9- /100=3- 10-30; Y 64- 343— 

=/ 64 - Y 343-4.7—98. 
Atvirkščiai, dauginant kelias šaknis su vienodais rodikliais, rei- 


kia sudauginti pošaknius ir iš gautos sandaugos ištraukti to pa- 
ties laipsnio šaknį: 


V2. V50= V2-50= V 100—10; Va. V è= Va. 
Remiantis 2) bei 3) savybe, galima sudauginti ir šaknis su 
įvairiais rodikliais: 
VT- x5 VB Vx- Va, VE. VES V S.B VD. 
Atkreipiame démesj j tai, jog bendruoju atveju, kai x — bet koks, 
turime rašyti Y x2= V |x|, o ne V x — V x. Aišku, kady/ Xi — V x tik 
tada, kai xz 0. ; 


Minėtos savybės taikomos, ir iškeliant prieš šaknies ženklą 
daugiklį, kuris yra tikslus šaknies laipsnis: 


V8= V4-:2= V4-V2=2V3; V 18a26= V Ja. 2b= V 9a?x 
x V2b= 3aV 2b (a>0); V 54— V 27- V 2-3 y 2. 


1) ir 3) savybe remiamasi, jkeliant po šaknies ženklu teigiamus 
daugiklius: 


re T Te -T 3j EIE A 
VE VEVEVE VIV RV 


y 
n a ta 
4) z=. 
b Vo 
Jr Be 
ues T vag s 
Pavyzdžiui. el i“ 


Atvirkščiai, dalijant šaknį iš šaknies su tuo pačiu rodikliu, 
reikia padalyti pošaknius ir iš gauto dalmens ištraukti to paties 


laipsnio šaknį. Pavyzdžiui, V8: V2= i- V4=2. 


Dalijant ne to paties laipsnio šaknis, pirmiausia suvienodinami 
šaknų rodikliai. Pavyzdžiui, Y 4: V2— V 433: y B= 16: Y 8= 


y i- V= Vi- R-E-3V8 Y 3-V 45- 
l 


5) (Y ay" y av. 

Pavyzdžiui, (y 2)*= V 2=22=4; (Y 9)= Kalis V27 Bc 3. 
6) y a"—-a". 

Pavyzdžiui, Vx-23; V 27y5= V 38y6 — 3y?; y 8la25$— 30362, 


DY ta a 
Pared V Va Ya Varr- Kvi. V-V reig 
3 - dorm SB 3713 697 377 
V 5V$-VVS-Y $-V Vi-Y 1-1. 


Visos išvardytos savybės tinka tik aritmetinėms šaknims. Per- 
tvarkant šaknis, kurių pošakniai gali įgyti įvairias skaitines reikš- 
mes, reikia žiūrėti, ar nepasikeičia reiškinio prasmė. Pailiustruo- 
sime šį teiginį pavyzdžiais. 


1 pavyzdys. Reiškinys Y xy turi prasme, kai en , arba 


x , xg o 2 a K . . : >0, 
ds o reiškinys y x- y y turi prasme tik tada, kai | Yai. 


t 
Taigi lygybė y xy= y x- Y y teisinga, tik kai led 


2 pavyzdys. Reiškinys x ^y y turi prasmę, kai y>0, o x — 


„bet kuris realusis skaičius. Tarkime, kad daugiklį x reikia įkelti 


E" MEE: 
po šaknies ženklu. Pertvarkę formaliai, gautume x y= T 
Tačiau ne visada galima taip pakeisti. Tuo atveju, kai x<0, pada- 
rytume klaidą, nes kairioji lygybės pusė neteigiama (x<0, 
2 E 

Y y>0), o dešinioji — neneigiama. Bendru atveju daugiklis po 
šaknies ženklu įkeliamas taip: 


O EM 
a) x V y= V xy, kai x>0, 


b) x Y y— — V xy, kai x<0. 


Boer pu 
3 pavyzdys. Sudauginkite V 744 V3-V V3-2. 


Dauginant dvi šaknis su nevienodais rodikliais, pirmiausia rei- 
kia subendrarodiklinti šaknis: antrosios šaknies rodiklį padauginti 
iš 2, o pošaknį pakelti kvadratu. Atkreipkite dėmesį, kad antrosios 


de LP apr 
šaknies pošaknis V 3—2<0, todėl ir V V 3—2<0. Keldami kvad- 
ratu, gautume teigiamą skaičių, t. y. pakeistume antrojo daugina- 
mojo, kartu ir visos sandaugos ženklą. Vadinasi, negalima forma- 
liai taikyti pagrindinės šaknies savybės. Sj uždavinį spresime 
taip: 
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V VIV Vie Y LA VEM. yi 


--Y reAV8-V. (2— V8p- — V 144V8.V 1-4V8- 
=— y 49—48- — 1. 


Pratimai 


109. I3 šių vienanarių ištraukite šaknį, kai visos raidės, priklau- 
sančios reiškiniams, turi tik teigiamas reikšmes: 


) v2; 2) V ss 3) V an; 4) “Yana, 
5)y 8-35 6) Lr 7) V a!5b3c*; 8) Y —27a12b3: 
9)y a5;  10)y —a-9; 11) V 6L asc, 

12) y aop EH Re al 


—Abn-1* 


110. Iškelkite daugiklį prieš šaknies ženklą: 
1) V98; V54; 2); 16; V125; 3) V/48; 1/243; 

4 2 3 y 

4) Ž V 165%, ZV BISE; 5) y2 ab ¿ya 


3Y ab? * 

111. Su kuriomis m ir n reikšmėmis teisingos šios lygybės: 
as Taro i: "m Vm. 
1) V m-n— Vm-Vn; 2 V 2-2 
3) V mžn=m V n; 


112. Iškelkite daugiklį prieš šaknies ženklą: 


4) V mžn= —m Vn? 


1) V suo y 2)* 2) V 27(2— V8): 


"Bü- 27 | ME pde 
3) V 4 : 9 E V 10)? * 


113. Nustatykite reiškinių apibrėžimo sritį ir iškelkite daugiklį 
prieš šaknies ženklą: 


VA 2Y(-3* VTA 4]/Se-9. 
5 ree EE, op y an 


4(2+2xy + y?) * 
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114. Įkelkite daugiklį po šaknies ženklu, kai reiškiniai teigiami: 
)02y2 2v3 ms 2Va; aV5 
b 23. EA VE: 5] brt? 
2) ab V a+ Xy zV rV ==: 
I d. s 3y? f 
3) ab Y 1+4 Ft Visi y um 


115. Nustatykite reiškinių Spies sritj ir jkelkite daugiklj po 
šaknies ženklu: 


1) (2—a) R3 EE 2) (x—5) pta 


2 1/y-x 
3) (a—b) y x a VE : 
116. Sudauginkite: 
cu "y a TAM 
1) (V ab 4-2 y "ES Vž+V à) V ab; 
MM A z. 
»(5y £2 YmegY S) en Yi: 
3) (4x V x3 — 5y V xy + xy v JP )- 2xu V xy 


4) (13+V2D)(V3+V 5); (5— V 15) (5 TS 7 
(5V234V3)(8V2—4V3); (Va+b+Va—=b)(Va+b— 


—Va=b). 
117. Įrodykite tapatybes: 
1) (Y 4- V10+ Y 25) (V 2+ V/ 5) =7; 
2) (V 9+ y 6+ V 4)( idend '239j-li 
3) (i mic y mn+ki n)(y m— v n)=m-—n; 
4) (a—yab+Vb)(Va+ Vb) =a+b 


118. Išspręskite lygtis: 
1) (7V3x-3 V 7) (? V3x+3 V 7) =10(2V54+3V 6) (2V 5x— 
— 34 6); 
2) (3 VEVJE V 3—3 V 5x) = (7 Vx+2 V 13) (2V 13— 
—7yV x). 
Padalykite: 
119. 1) (at Vx—xV b): V bx; 2) M y xi—x V b): V bx; 
3) (V a3xi—x V a$—4a y ax?): V ax; 
4) (V-V): var Vb); 
5) (y 8a3—1 y 2702): (y 2a— y 363). 
27 


120. 
121. 


122. 


123. 


124. 


125. 


126. 


127. 


128. 
129. 


130. 


131. 
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(V ažb-2y abb V 4): (Y a— V 20). 
(V 8à$ — b V 270?) : (V 2a + Y 6ab?-- b V 3). 


Sudauginkite šaknis su nevienodais rodikliais: 


D vevzy3-y3:is-vea VEVI V: 


»VžyVžvays AE 


(3V10-21/46V 82). V2; (223v 2—41/2). 31/8. 


1) (372-43) (V2—23/3); 
23) (v 1-2V/8)(21/2-5y/ 1). 


1) VEB. V abi; Y ab. V abs; — 3a?b Y Sc - ab V Zac; 


2) (y d —2y/ P?—ay b) - a? V ab; 
3) (a—a V a+aV a?) (—2a Y à); 
4) Va Y? Va) Va Ya). 


Padalykite: 


M m VON Bu 
6a? V'Sa-b :2abj/2ap-, 2% Ves S nas i; 
cid? bct 


(abtar) V i M. Gu Ga: LV 


1) (Y 8a5b9—ab Y Sa*b5 -- ab? y/ 2a2b) : V 2b; 

2) (V8mš-3V3): (V 2m- V3); 

3) (2a V ax? —a Y axi — ax): ( V ažx— V ax); 
(x2 V 27xy* -2xy V 2xy) : (V 3x99 + V 2xy). 


Pakelkite laipsniu: 


1) (V2-V3+ V6)% 2 (5V6+3V2-2V3 )2. 


1) (V 3+ V5+ V3- v5): 
2) (V 7+2V6+ V 7-2 V 6)2. 
1) (V ue V2: V 11—6 V2)2; 
2 VV7-V3- VYT-V8y. 


»(va-a VES. 


Ištraukite šaknis: 
A re rr 
132. V va VVS, V yis VYE 
133. l ay a; VaVa Va; Vala V al, 
MN Jaume e 3 2 
134. 1) Vra. Va; 2) V va. 47 a?; 3) Vera y x. 
T ¿UY 21/x aa. /5 x 1/5 
mop VETE ay iViye 
LA ooo 
3) V 2xV 2x%y - 3yV 3x. 
136. Suprastinkite reiškinį 
V sv ya 
4 ET zz s 
V xy XV x 


$ 4. SAKNU PANASUMAS 


Panašiomis šaknimis vadinamos tokios šaknys, kurių pošakniai 
ir rodikliai vienodi. Taigi panašiosios šaknys skiriasi tik koeficien- 
tais. Šie gali būti raidiniai arba skaitiniai. 

Norėdami sužinoti, ar duotosios šaknys yra panašios, jei tik 
įmanoma, jas suprastiname: 

1) iškeliame prieš šaknies ženklą daugiklius, iš kurių galima 
ištraukti tikslią šaknį; 

' 2) pošakniuose panaikiname trupmenas; 

3) suprastiname šaknies ir pošaknio laipsnių rodiklius, kai jie 

turi bendrą daliklį. 


a B 
1 pavyzdys. V Aa*b? ir zig yra panašios, nes 
d x SS 
y 4a*b2—a v 4ab2, o V z= ER zb 4ab?. Gavome šaknis, 
kurios skiriasi tik koeficientais. 
6 / q M Uu 1 A 
2pavyzdys. V p'?tg ir V apum yra panašios, 
6/ 2 2 
kai a ir b — vienodų ženklų. Iš tikrųjų, Vs +2+ E = 
Ma, EN o Ža & * 1 ES TE 
eypie—yft V ata V ab — ab ab — 
3 / 


zem V $4. Jei nebūtų nurodyta, kad a ir b — vienodų ženklų, 


turetume rašyti V (+ yy li 


a 


I een „nes kairėje lygybės pu- 
seje yra aritmetinė (neneigiama) šaknis. 
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Pratimai 
137. Įrodykite, kad šaknys panašios: 
1) Vab ir V aisi; 2) V 0,027xy? ir yo, 064 = 
pep de 31 TET b 
3) Va m = + 4) Vi. —a ir V i 


5) Y 8a5—16a3?, ab y Lc. ir ES 


a ab ab 


Atlikite veiksmus: 
138. 1) V275—10V 11—2 V 99-- V 396; 


2) ] — y 20— 5sVi—Lvse- ys 


198. 1) Vi -3 Va-zx- Vi6- 848 V LŽ: 
2) £j (2433) (0) (31) VB + 


+ ze | T 


§ 5. IRACIONALUMO PANAIKINIMAS TRUPMENOS 
VARDIKLYJE ARBA SKAITIKLYJE 


Norint panaikinti iracionalumą vardiklyje, reikia vardiklį, o 
kad nepasikeistų trupmenos reikšmė, ir skaitiklį padauginti iš to- 
kio reiškinio, kad iš gautos vardiklyje sandaugos būtų galima 
ištraukti šaknį. Pavyzdžiui: 


-Ws „V3. y V»V$ vB vi 


1 
VS v3: y3 BMV oys vu $" 


A a- V mi av (mi av mi k 
Vm Vmym ym m 
a a(Vme Vm) — al m+ Vn). 
Vm- Yn Vn Mm- n) Vm+ Vn) m-n | 
OE. a(y m+ V mna. V n) L a7 m+ y mne? ni) 
Vaja mV n Vni Vm) mon 
Pavyzdys. Apskaičiuokite sumą ; de de m ish 
ty j 3 
1 
V99+ V 100 * 
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Sprendimas. Padauginę kiekvienos trupmenos vardiklį ir 
skaitiklį atitinkamai iš reiškinių V 2—1, V3- V 2, ... , V 100— 
— V 99, gauname: 


(V2-1)+(V3- V2)+...+( Y 100— V 99) =-1+ V 100=9. 


Pratimai 


Panaikinkite iracionaluma trupmenos vardiklyje: 


pie 1 435.1 5. 
V? 16 y 10 5r 
a b? m+n o, m+n 
a) e 3% > 3 
Va V6' Vmin” y m-n 
— 2 
141. 1 2 2 cer A ; A 
kai i= Va" Va Vi Vy ' Va+ Vb 
== i e ed esi a-b . 0 XU 
V a-Ym Vir vn. aVa-bVb' x Vx+y Vy 
142, 1) 17 " 15 . V5-2V2 ,7Vi15-2Y 3. 
3 V5—2 V7’ 5V3-3V8' 3VS—4 V2 ' 10 /3+8 V 5^ 
Vab- Y a-t a—b. m+n+ Vmi-nm. Vx+1 
Va+b+Va-b" men— Vm—m' y £+- y -l 
6 4 
Py! na Aris 


= 1736 7343723 bw 


y a+ y ab+ y b? y à— y ab+ y a? y 9— y 6+ y 4^ 


144. Panaikinkite iracionalumą iu skaitiklyje: 


F8. V3. a 8. 1 m. 
L T : V3; t ES i ¡E E 9 
p 2'3- v3. 2—3 y H y 9- YS. 

ALINE: ENS, 5y2 
3) Vr+I-Wx-=1. V6-2, Vx+3-2 
2 Da E E 


§ 6. LAIPSNIS SU TRUPMENINIU RODIKLIU 
1 apibrėžimas. Kai a>0 ir x- S (meZ; neN), tai 


BS ccs 
a*=a" =; a", 


2 apibrėžimas. Kai a=0 ir += 7 >0, tai a*—0. 
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Dima 


3 "A 1 
Pavyzdžiui, 5 =53= V 125; 3 "= 37; 0'=0; 4bi= 


57— aš PE ; 
= PET Ir EEEE, „4=2 ; V3=3'; Va"=a", kai a>0. 


Reiškiniai 0%, x , kai x<0, bei 0? neturi prasmės. 

Veiksmai su dud em kurių rodikliai trupmeniniai, atliekami 
pagal tas pačias taisykles, kaip ir veiksmai su laipsniais, kurių 
rodikliai — sveikieji skaičiai. 


Pratimai 


145. Apskaičiuokite: 
1 


1 1 3 5 
1) 4127; 8l; 16; 


M 
2) (22) ^: (&) 5 06495; 81-7. 
146. Atlikite veiksmus: 
24 13 rk gi 
l)ab ab; 2) a?b6:ab ; 


3 (a'o lah?) e (Lei) aha; 
5) e —a D +b” Ma! +a igi capt], 
6) (a? —a ¿y o): 7) ES Bab), 
Įvairūs uždaviniai 
Suprastinkite reiškinius: 
(a—! 4-b—) (a-- b) —! 


147. 1) ——,;7———— —; 
V a^ V a 


— Arr P ir 
2) (Pay) y xi—-x- | x) à 


V x—05 


148. 1) (&—y L4 lays 2(V8- 3y3):o Va; 


2) (IVn- 51 mon) etnYn-m):nYn. 
a Vorb d: exl aus. VT 
MA T. 
(a— Vb)? = = +b VE 2 Y 5-5. 
" a Va YT a-b | 
a—x a+ V ax? ae. 
3) Ya- Vx m FE V ax " ax). 
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150. era (1— iab) „LEO ap 


Va- Vb )2+4 V ab X 


152. 
A id (ar y a Vito) 


153. Įrodykite, kad 
Va(V+ (5581-1) 2 kai x<0. 


154. Įrodykite, kad 


2 
a$—a—2b-— — á 


(a+ Va+b) (1 EEPE Te pet 


Suprastinkite reiškinius ir apskaičiuokite jų reikšmes: 
155. (1+ 2), kai x=3, y=0,75, n= L. 


xn —y— n 


Q3 -- a?-- a?b -- ab b 
i: 


aE 2) -a-b, kai a0. 


A 


3 $e 
mg 22 MN Fed als b= Ž. 
(a2—ab) 


Vai VP Lie 142 V ez), kai x=9, y= 
158. imi + a (142 V E) , kai x=09, y=0,04. 


159. Kuris skaičius didesnis: 
)rbarV2; 2) V4 ari 7; 
3) V7+ VIO ar V3+V 18; 
4) V 1982+ V 1983 ar V 1981+ V 1984? 


160. Reiškinys V i40 V2—57,— V 40 V 2+57 yra sveikasis skai- 
čius. Raskite jį. 


3. Matematika 33 


mr, RE 
V aso Vb z * V 2a—10 Y 82352425 B 


161. Įrodykite, kad V aibi + V asbs4- ... + VWarbr+ ... + V asbs— 
aV a+ l/2ab—5a Y b—5 y b5 


=V (a +09+... +ar+ ... tan) (0, +b2+... brt... +bn), 
¡E AA q, ar>0, hw, k=1, 2, 3,..., n. 


174. 


us, [£s vs 
a+ V 2a--2 


176. ((z2-- +)—4 (z+ 2 + 12)' : (2—1). 


Y ao V yes) s NN 
yi Leve] a- ziyz-Y*) 


) +V (a?+2)?-84. 
162. Nustatykite reiškinių apibrėžimo sritį ir suprastinkite: 
1) [E Va-b_ a+ ner 4V aat, 
a-Va—b a— V ab, 
3.46 (ni. 4 Y VIO 
Va+ Vb j 


a-b p—yab Vab+a 
Suprastinkite reiškinius: 


177. 


que 2 


y 4 2 
163. EM „kai x=a pa A ,4>0, mn>0. 
(x24-a2) "— (2-0) id 


| 


1-ax 1/ 14+bx kai x= > | ir 0<b<a. 


164. 7 V iL 

i ( a—9b V Jab + V 4ab* - ayatby 3bby ka M) 
' Va— y 4b* V “a+ V 4bi4 y 16ab a+b g 

0166, — 2+2 V %+b __o E 


vaa vas Vi 


4 | Pa 
167. CDV e£ V y) 92x V xy V y 2 Beg y 30049 =) (60; y 0). 
xY x+y Y y 


( X aye 242 žm 
168. ix" 4] —4a?x" ". kai x=(a+ Va2—ly-. 
Va- Y4(a-1) *V a+ V 4(a-1) 


1 ———— 
iud V à? —4(a—1) 
y vx Id T ——À 2 
0. ———————— p, —2— — — iš 
ré Pim Y1-x Vi—x-4x-1 Vx l x 
V 284-2 V b?-4 y 
171. — = 
Vb?—-44+b+2 
V m+4 Y m-4. VVm= 442. m-4V m-4 4 
V m-—4V mA V Vm-4-2 
(VE VE a 
173. C 


VET TTT (x—1)* 
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III SKYRIUS. ALGEBRINĖS LYGTYS 
IR NELYGYBĖS 


$ 1. LYGCIU EKVIVALENTUMAS. LYGCIU SISTEMOS IR 
LYGCIU VISUMOS SĄVOKOS 


Spresdami lygtis, jas paprastai pertvarkome taip, kad gautu- 
me lygtį, kurią mokame išspręsti. Sunku išvardyti visus atlieka- 
mus pertvarkymus. Tačiau yra vienas reikalavimas, kurio nepaisyti 
negalima. Neleistinas tas pertvarkymas, kuris panaikina šaknis. 
Yra ir kitas pavojus — pertvarkius lygtį, gali atsirasti pašalinių 
šaknų. Tačiau, patikrinę šaknis, visada atskirsime pašalines, ku- 
rios netinka duotajai lygčiai. Pabrėžiame, kad tikrindami ne tik 
įsitikiname, ar teisingai išsprendėme lygtį, bet ir nustatome, ar 
negavome pašalinių šaknų. 

Detaliau šiuos klausimus išsiaiškinsime, nagrinėdami bendrąją 
lygčių teoriją. Pirmiausia prisiminsime lygčių ekvivalentumo ir 
išvados sąvokas. i 

1 apibrėžimas. Lygties f(x) —g(x) šaknimi (sprendiniu) 
vadinama ta kintamojo x reikšmė, kuri duotąją lygtį paverčia 
teisinga lygybe. 

Z apibrėžimas. Dvi lygtys 


J (x) - g(x) (1) 
f(x) = nx) (2) 


vadinamos ekvivalenčiomis tam tikroje aibėje M, kai ju šaknys 
šioje aibėje sutampa. Kitaip tariant (1) ir (2) lygtys yra ekviva- 
lenčios, kai (1) lygties šaknys yra kartu (2) lygties šaknys, ir 
atvirkščiai, (2) lygties šaknys yra kartu (1) lygties šaknys. 

Lygčių ekvivalentumą žymėsime ženklu =>. Taigi rašysime 
f(x) =2(x) hi (x) =2,(x). Kai nėra papildomų apribojimų, pa- 
prastai tarsime, kad aibė M sutampa su aibe R. 

3 apibrėžimas. (2) lygtis vadinama (1) lygties išvada, 
kai visos (1) lygties šaknys kartu yra (2) lygties šaknys. 

Išvadą žymėsime ženklu => ir rašysime f(x) =8 (x) = ji (x) = 
=g (x). 

Iš apibrėžimo matyti, kad, keičiant lygtį jos išvada, šaknys 
nepanaikinamos, tačiau gali atsirasti pašalinių šaknų. O štai da- 
rant atvirkščiai — (2) lygtį keičiant (1) lygtimi — šaknys gali iš- 
nykti. Vadinasi, šitaip pertvarkyti negalima. Taigi, spręsdami lyg- 
tis, turime jas pertvarkyti taip, kad gautume lygtį, ekvivalenčią 
duotajai, arba lygtį, kuri būtų duotosios lygties išvada. 

Dabar suformuluosime keletą teiginių apie paprasčiausių, daž- 
niausiai atliekamų pertvarkymų įtaką lygčių ekvivalentumui. 


ir 
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1. Kai funkcija q(x) apibrėžta su visomis x reikšmėmis, su 
kuriomis apibrėžtos funkcijos f(x) ir g(x), tai 


Fx) =g (4) (0) -e(x) =g (x) +0 (x). (3) 


2. Kai funkcija p(x) apibrėžta su visomis x reikšmėmis, su 
kuriomis apibrėžtos funkcijos f(x) ir g(x), tai ` 


f(x) =8€(0) => (x)(x) -g()o(x). (4) 
Kai q(x) 750, kad ir kokia būtų x reikšmė, tai 
FG) -g(x) f (x)(x) =g (x) (x). 
Būtent, kai p(x) 250, tai 


LO gi) =g (Jo (x). 


Prieš formuluodami kitus teiginius apie lygčių ekvivalentumą, 
apibrėšime lygčių sistemos ir lygčių visumos sąvokas. 
Sakykim, duotos dvi lygtys 


Fx) =0, (5) 
g (x) =0. l (6) 


Pirmosios lygties sprendinių aibę pažymėkime M, o antro- 
sios — N. 

Kai reikia rasti aibę, kurios skaičiai tiktų (5) ir (6) lygčiai, 
t.y. aibių M ir N sankirtą MNN, sprendžiame (5) ir (6) lygčių 
sistemą. Sistema Zymime taip: 


Mie 
g (x) =0. 


Kai ketiname rasti aibę, kurios skaičiai tiktų (5) arba (6) lyg- 
čiai, arba abiem, t. y. ieškome aibių M ir N sąjungos M U N, spren- 
džiame (5) ir (6) lygčių visumą. Ją žymime taip: 


pi (x) =0, 
g(x) =0. 

Pabrėžiame dar kartą: spręsdami siste- 
mą, ieškome sprendinių sankirtos, o spręs- 
dami visumą — sprendinių sąjungos. Tikriau- 


sistema 


visuma 


a 


siai pastebėjote, kad, kalbėdami apie sistemą, | sankirta | sąjunga 
vartojame jungtį „ir“, o kalbėdami apie vi- | 
suma — jungtį „arba“. Toliau pateikiamoje 

lentelėje surašytos trys viena kitą atitinkan- 2 arba 


čių sąvokų poros. AE A 

Analogiškai apibrėžiamos ir „nelygybių sistemos“ bei „nelygy- 
bių visumos“ sąvokos. Suformuluosime dar du teiginius apie lyg- 
čių ekvivalentumą. 
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3. Funkcijų f(x) ir g(x) apibrėžimo srityje 


160 -g() -0e | (70 


4. Kad ir kokios būtų funkcijos f(x) ir g(x) ir neN, 
F(x) =g (x)= (f (x))”= (g(x))7. 


§ 2. TIESINĖS LYGTYS 


Tiesine lygtimi su vienu kintamuoju vadinama lygtis 
ax+b=0; . (7) 


čia kintamojo koeficientas a ir laisvasis narys b — bet kurie skai- 
čiai, o x — kintamasis. 

Kai a>0, (7) lygtis turi vienintelę šaknį, lygią TE Kai 
a=0 ir b=0, lygtis yra tokia: 0-x=0. Ji teisinga su kiekviena 
x reikšme, todėl lygties šaknų aibė yra aibė R. Kai a=0, 5450, 
(7) lygtis įgyja išraišką 0- x= —b. Aišku, tokia lygtis neturi šaknų. 

Sprendžiant pirmojo laipsnio lygtį, reikia: 1) panaikinti trup- 
meninius koeficientus; 2) atskliausti; 3) narius, kuriuose yra kin- 
tamasis, perkelti į vieną lygties pusę, o laisvuosius narius — į ki- 
tą; 4) sutraukti panašiuosius narius; 5) abi lygties puses pada- 
lyti iš kintamojo koeficiento. 

Jeigu tiesinė lygtis turi trupmeninių narių, kurių vardiklyje 
yra kintamasis, tai surastas šios lygties šaknis reikia ištirti. Vi- 
sos šaknys, su kuriomis bent vieno trupmeninio nario vardiklis 
lygus nuliui, atmetamos kaip pašalinės. 

Tiesinė lygtis, kurios kintamojo koeficientas ir laisvasis narys 
arba nors vienas jų yra ne skaičiai, bet raidės, vadinama lygtimi 
su parametrais. Sprendžiant tokią lygtį, reikia nustatyti: 1) su 
kuriomis parametrų reikšmėmis ir kokiems jų santykiams esant, 
lygtis turi prasmę; 2) su kuriomis sprendinio parametrų reikš- 
mėmis ir kokiems jų santykiams esant, lygtis ir kintamojo reikš- 
mė turi prasmę; 3) su kokiomis kintamojo reikšmėmis lygtis ne- 
praranda prasmės. 

1 pavyzdys. Išspręskite lygtį 

3x--l,x—5 
A ^ 


Sprendimas. Parašykime lygtį taip: 


3x1, x—5 = 
3 A 
Kadangi lygties narių vardikliuose yra kintamųjų, tai reiškinį, 
esantį kairėje lygties pusėje, pakeiskime trupmena: 
(3x+1)x+ (x —5) (x —3) — 4x (x —3) 0 
x(x—3) = 
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D— Ó—————————————cJ——————————————————— 


Remdamiesi tuo, kad trupmena yra lygi nuliui, gauname: 
| (3x+1)x+ (x—5) (x—3) —4x(x—3) =0, 
x(x—3) 250; 


iš čia 5x+15=0, x= —3. 
Teiginys x(x—3) 0, kai x= —3, yra teisingas. 
Atsakymas. (—3). 
2 pavyzdys. Išspręskite lygtį 


1 à 4 
i-i ET = 
1 4 4 | 
Sprendimas. Zatzzį u-3 031) =0, 


x+1+4(4—3)—4 | o: j x—34-4(x—3) =0, 
(x—3)(x-1) — ^" l(x-3)(x-1)250; 5(x—3)=0, x=3. 


Teiginys (x—3) (x--1) 0, kai x=3, yra neteisingas, 
Atsakymas. Ø. 
3 pavyzdys. Ištirkite ir išspręskite lygtį 

x—2 x—4 


Ae qus t 


2 a 
Sprendimas. Lygtj pertvarkome taip: 
(x—2)a—2a—-2(x—4) _ 


x—2 x—4 
L 2a 


2 a 


0. 


Iš čia | (a —2) x-- 4a 4-8—0, 
| 2a 0). 

Matome, kad duotoji lygtis turi prasmę, kai a40. SprendZiame 
lygtį (a—2)x—4(a—2). Kai a—2>0, arba a2, turime: x=4. 
Kai a—2-0, arba a—2, gauname tokią lygtį: 0-x=0. Ji teisinga 
su bet kuria x reikšme. 

Atsakymas. (4), kai a20 ir a22; kai a=2, lygtis turi 
be galo daug šaknų. 

4 pavyzdys. Ištirkite ir išspręskite lygtį 

ažx — a+ ab — b?x 4- b? — ab. 

Sprendimas. Lygtj pertvarkome taip: 

a?x — b?x — a? —2ab -- b?, ` 
(a2—b2)x=(a—b)?, (a—b) (a+ b)x=(a—b)y?. 

Kai ab ir a>>—b, lygtis turi tik vieną šaknį 
— (a-b*  _a-b 
(a—b)(a+b)” a+b" 

Kai a=b, turime: 0-x=0. Tokia lygtis turi be galo daug šak- 
ny. Kai a= —5bz*0, gauname: 0-x=462. Si lygtis neturi šaknų, 
nes kairioji pusė lygi nuliui su bet kuria x reikšme, o dešinioji 
nelygi nuliui. 

Atsakymas. e" kai a=b, ase —b; turi be galo daug 
šaknų, kai a=b; neturi šaknų, kai a= — b0. 


x 


39 


Pratimai 


Išspręskite lygtis: 
178. 1,2x —5,375— 0,125x — 0,765x — 5,425 + 1,85x. 


4x—9 
179, 985-9. 5 93 ai 
180. 1- —,5.—2———5, 
181. E (S ($e- 05) +3) -2-x-0. 
182. 9-1 E cb 
183. 5+ A 
184. „4-2 
185. x— -= -3 Mx l 
186. z+3 letl Torte 
187. Pl leS o sop a 


188. Su kuria parametro a reikšme lygtis (x+2) (a—1)+1=a? 
turi: 1) vieną šaknį; 2) be galo daug šaknų? 

189. Su kuria parametro a reikšme lygtis (a—2)(x—1) —a?: 
1) turi šaknį, lygią nuliui; 2) neturi šaknų? 

190. Su kuriomis parametrų a, b, m ir n reikšmėmis lygtis ax+b= 
=mx+n: 1) turi vieną šaknį; 2) turi be galo daug šaknų; 
3) neturi nė vienos šaknies? 


Išspreskite lygtis x atžvilgiu: 


191. a(a—1)-x=a. 192. 4x —3a— a?x — 6. 

193. bx —3b —2x — b. 194. aà?x-a(x--2) —2. 

195. ax-- b?— bx - a?. 196. a?x — (ab 4- 4b?) —4b?x -- 3ab 4- a?. 
a4+5 x—20.::*—1 

199. £ ]  3a@°—4a+3 EN 200 L = y. b  a(x*+1) : 


xa x+a! a—x k RES m x+1 x2—1 


S 3. KVADRATINES LYGTYS 


Antrojo laipsnio, arba kvadratine, lygtimi su vienu kintamuoju 
vadinama lygtis 


ax*4-bx4+-c=0; (8) 
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čia a0, b ir c — žinomi dydžiai, lygties koeficientai, x — kinta- 
masis. 
Pagrindinė kvadratinės lygties šaknų formulė yra ši: 


—b+ V D 
=> TED, (9) 


D —b?—4ac — kvadratinės lygties diskriminantas. Kai lygties koe- 
ficientas b — lyginis skaičius, patogiau taikyti formulę 


iy? 
=3+Y 34 
EOS 


Pagal diskriminanto Zenkla skiriami trys atvejai: 

1) D»0, lygtis turi dvi skirtingas realiąsias šaknis; 
2) D=0, lygtis turi dvi lygias realiąsias šaknis; 

3) D«0, lygtis realiųjų šaknų neturi. 


X1,2= 


(10) 


Suformuluosime teoremą, kuri sieja kvadratinės lygties koefi- 
cientus su jos šaknų suma ir sandauga. 


Vijetos teorema. Kvadratinės lygties ax?+bx+c=0 šak- 


nų suma lygi — 2, o šaknų sandauga lygi = „ty. 


XXe — T, ms m. (11) 


Antrojo laipsnio daugianaris ax?J- bx-- c vadinamas kvadratiniu 
trinariu. Kai daugianaris turi realiąsias šaknis xi, xo, jį galima 
išskaidyti tiesiniais dauginamaisiais: 

ax?-- bx - c a(x—xi) (x— xo). (12) 

1 pavyzdys. Išspręskite lygtį 

a(a—1)x?— (2a—1) x-- 12-0. 
Sprendimas. Kai koeficientas prie x? nelygus nuliui, t. y. 


a(a—1)>*0, lygtis yra kvadratinė. Jos šaknis randame pagal 
(9) formulę: 


2a—1- l/(24-1)?—4a(a—1) _ 20-1+1 


"gm 2a (a—1) ERC 
Iš dax. x= — 
1— a? 2— a—] . 


Kai a=0, duotoji lygtis yra tiesinė: x+1=0. Jos šaknis lygi 
—1. Kai a=1, turime lygtį —x+1=0, kurios šaknis lygi 1. 

Atsakymas. (L, v , kai az&0, a>1; {— 1}, kai a=0; 
{1}, kai a=1. 

2 pavyzdys. Su kuriomis a reikšmėmis lygtis 

(a—5)x?-- (2a—10) x —a-0 
turi lygias šaknis? 
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Sprendimas. Kvadratinės lygties šaknys yra lygios tada, 
kai diskriminantas lygus nuliui, o koeficientas prie x? nelygus 
nuliui. Vadinasi, 


a— 54-0 | 228 


e c MER me 
Iš čia a=2,5. 
Atsakymas. (2,5). 
3 pavyzdys. Su kuria a reikšme lygties x?--ax4-4—0 šak- 
nų kvadratų suma yra du kartus didesnė už šaknų sumą? 
Sprendimas. Lygties šaknis pažymėkime x, ir xo. Pagal 
sąlygą x? +x3 —2(xi-4- xo). Pritaikę Vijetos teoremą, gauname dar 
dvi lygtis: x+x2=-—a ir x1x»—4. 
Sudarome lygčių sistemą 
xi xj =2(x1+Xo), 
X1X2—4, 
X1 X2— — a. 


, Padauginame šios sistemos antrąją lygtį iš 2 ir pridedame prie 
pirmosios: 
x? F2xixo-- X2 =2 (x1 +x2) +8, arba 
(X14- x2)? — 2 (xi- x9) - 8—0. 


Bet x,4+x2=—4, todėl a?--2a—8—0. Šios lygties šaknys yra 
—4 ir 2. Patikriname, ar gautos a reikšmės tinka uždaviniui. Kai 
Q— —4, turime: 

X13-X2—4, 
potius 


Išsprendę šią sistemą, gauname x,=x;=2. Si a reikšmė tinka. 
Kai a=2, turime: 

e +12=-—2, 

X1X2— 4. 


Nesunku įsitikinti, kad tokia sistema sprendinių neturi. 
Atsakymas. (—4). 


Pratimai 


Išspreskite lygtis: 


20+x _ 9x*4+x42 5—83x — 10—4x 
2x—2 6-6 — x+1 3x43 ` 
202 1 A el 4x? +21 
"4x1 x41 xt] AL A+ 
203. (a?—1)x2-2ax+1=0. 204. ax?—2x+a=0. 
205. ax? —x-1—a—0. 206. abx?— (a?-- b?) x -- ab —0. 


201. 
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207. 
208. 
209. 
210. ——— 
211. 


212. 
213. 
214. 
215. 
216. 
217. 


218. 
219. 
220. 
221. 
222. 


223. 
224. 


225. 


2206. 
221. 
228. 


x—a ,x-—b 

Fm bare e M 
DEE TERR 
rai sib 0. 
x—b  x—a  4ab 


a(x—1) 
a?—acx—ac--cx * 


li 


Su kuriomis m reikšmėmis lygtys turi lygias šaknis: 

1) (m—1)x2+2(m+1)x+m — 2 = 0; 2) (2m—5)x? —4(m— 
—1)x+3m=0? 

Kokios turi būti a reikšmės, kad lygtys neturėtų šaknų: 

1) 3x2-2x4+a=0; 2) 4x2+04x+1=0; 3) 48x2+0x—5=02 
Su kuriomis a reikšmėmis lygties x(x4-19) +a2(1—x) + 
+2a(x—3) —7=0 šaknys lygios —6 ir 2? 

Su kuriomis m reikšmėmis lygties m?(1—x) --x(10—x) — 
—m(2x—5) +19=0 šaknys lygios —3 ir 5? 

Parašykite aibę sveikųjų n reikšmių, su kuriomis lygties 
kx?— (1—2k)x4+k—2 šaknys yra racionalios. 

Įrodykite, kad lygtis (x— 1) (x—3) +m(x—2) (x—4) =0 su bet 
kuriomis m reikšmėmis turi šaknis. 

Išskaidykite dauginamaisiais: 

1) 5x?—17x — 126; 2) 4x?— 4a?x 4- a* — b^; 

3) 15x?-- x? — 2x; 4) (a?2— 0?) x? — 4abx — a? -- b?. 
Sudarykite kvadratinę lygtį, kurios šaknys būtų atvirkščios 
lygties 3x2—8x4+4=0 šaknims. p 
Su kuriomis m reikšmėmis lygties 2x?4- (2m — 1) x--m—1-—0 
šaknys tinka lygčiai 3xi— 4x22 11? 

Su kuriomis q reikšmėmis lygties x? —6x--q-—0 šaknys tinka 
lygčiai 3x4 4- 2x2 10? 

Kokia turi būti k reikšmė, kad lygties (£—2) x?4- (&—5)x—5— 
=0 viena šaknis būtų lygi —2? 

Parašykite aibę m reikšmių, su kuriomis viena lygties 2x?— 
— (2m-- 1) x--m? —9m--39—0 šaknis yra du kartus didesnė 
už antrąją. 

Su kuriomis p reikšmėmis viena lygties x24+px+147=0 šak- 
nis yra tris kartus didesnė už antrąją? 

Su kuria parametro a reikšme viena lygties x?— 12x --a—0 
šaknis yra 25 kartų didesnė už antrąją? 

Parašykite aibę parametro m reikšmių, su kuriomis viena 
lygties 4x? — 15x -- 4m? — 0 šaknis yra lygi antros šaknies kvad- 
ratui. 

Su kuriomis q reikšmėmis lygties x? — 10x 4-q—0 šaknų kvad- 
ratų suma lygi 69? 

Raskite lygties x?+px+45=0 šaknis, kai šaknų skirtumo 
kvadratas lygus 144. 

Kokios turi būti a reikšmės, kad lygties x2—3ax4a2=0 šak- 
nys tiktų lygéiai x? 4-x2 —1,75? 
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229. Kokią aibę sudaro m reikšmės, su kuriomis lygties x2— 6x + 
+m=0 šaknų kubų suma lygi 72? 

230. Su kuriomis p ir q reikšmėmis lygties x2+px+q=0 šaknys 
atitinkamai lygios x1=p, x2=Gq? 

231. Parinkite tokias lygties x?+px+q=0 parametrų p ir g reikš- 
mes, kad jų suma būtų lygi 47, o lygties šaknų skirtumas ly- 
gus 2. 

232. Su kuria a reikšme lygties x2—ax4a—1=0 šaknų kvadratų 
suma yra mažiausia? 

233. Su kuria m reikšme lygtys 


2x?— (3m 4-2) x-1220, 
4x?— (Im—2)x+36=0 


turi bendrą šaknį? 


$ 4. AUKSTESNIOJO LAIPSNIO LYGTYS 


Aukštesniojo laipsnio lygtimi vadinama lygtis, kurios kinta- 
mojo laipsnis yra sveikasis skaičius, didesnis už 2. Mokantis ele- 
mentariosios matematikos, sprendžiamos tik kai kurios aukštes- 
niojo laipsnio lygtys. Čia pateiksime keletą svarbiausių šių lygčių 
sprendimo būdų. 

1. Ketvirtojo laipsnio lygtis, kurioje nėra nelyginio laipsnio kin- 
tamųjų, vadinama bikvadratine lygtimi, t. y. 


axt+bx2+c=0, a0. (13) 
Pažymėjus x? raide z, (13) lygtis pertvarkoma į kvadratinę lygtį 
az*4+bz+c=0. 


1 pavyzdys. Išspręskite lygtį x*—37x?--36— 0. 
Sprendimas. Pažymėję x? raide z, gauname: z2—372+ 
šių E LSE ER 
dangi x2=2, tai gauname dvi lygtis: x2=1, x?—36. Išsprendę jas, 
randame šaknis x;,+= +1, x3 4= +6. 

Atsakymas. (xl; +6). 

2. Keitimo būdu galima išspręsti ir kitokio tipo aukštesniojo 
laipsnio lygtis. 

2 pavyzdys. Išspręskite lygtį 

x* 4- 4x? — 8x -- 320. 


; i$ čia 2,=1, 2936. Ka- 


Sprendimas. Prie kairiosios lygties pusés pridedame bei 
atimame 4x? ir pertvarkome lygtį: 
X*--Ax34-Ax?— 4x? — 8x-F-3—0, - 
x? (x? - 4x 4- 4) — 4x (x -2) +3=0, 
(x(x4-2))?—4x (x -2) +3=0. 
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Pakeite reiškinį x(x+2) raide z, gauname kvadratinę lygtį 
22—42--3—0. Jos šaknys yra 2:=1, 22=3. Įrašę šias reikšmes 
į keitinį, turime dvi kvadratinės lygtis: x (x--2) = 1, arba x?+2x— 
—1=0, ir x(x4-2) =3, arba x?+2x—3=0. Jas išsprendę, gauname 
atsakymą. 

Atsakymas. (-1+ V2; —3; 1). 

3. Kai kurios aukštesniojo laipsnio lygtys sprendžiamos skai- 
dant jų kairiąsias puses dauginamaisiais. 

3 pavyzdys. Išspręskite lygtį x3—3x?4-4—0. 

Sprendimas. Lygtį pertvarkome taip: 

x3--1—3x?4-3—0, (x+1) (12—x+1) —3(x+1) (x—1) =0, 
(x4- 1) (12—4x +4) =0. 


Prilyginę kiekvieną dauginamąjį nuliui, gauname lygčių vi- 
sumą 
x+1=0, 
x2—4x+4=0. 
Atsakymas. (—1; 2; 2). 


Pratimai 


ISspreskite lygtis: 


234. x*—25x2+144=0. 235. 3x*— 7x? -2— 0. 
236. 3x2—7 x2-3 


= mE 
WAP is 237. x*4-9n? — n?x? -0x?. 
238. a?b?x*— (at+b%) x? -F a?b? — 0. 
239. (x2+2x)2—14(x2+2x) — 15=0. 
240. (2x1) G2) - 12-0. 
241. (x+ 2) -45 (x+ +) +5 =0. 

x Na fup I7 
PAR: E H x ) ur 
243. (x2+6x—27) (x? - 6x -- 5) = — 135. 
944. x (x4-1) (x--2) (x4-3) =0,5625. 
" 2 JE 1 

245. (1) (++15)(++25) (4+3)=3- 


246. x+ x3— 10x? - x -- 120. 
247. x3—2x? — 15x —0. 
248. x*--Ax 4-4 — x? -- 5x?. 


5 5. IRACIONALIOSIOS LYGTYS 

Lygtis, kurios kintamasis yra po šaknies ženklu, vadinama ira- 
cionaliąja. Sprendžiant iracionaliąją lygtį, reikia ją pertvarkyti 
į racionaliąją. Dėl to lygtis dažniausiai keliama laipsniu. Kaip 
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jau aiškinome, pakelta laipsniu lygtis yra duotosios lygties išva- 
da, todėl ne visos jos šaknys gali tikti iracionaliajai lygčiai. Va- 
dinasi, sprendžiant iracionaliąsias lygtis, būtinai reikia patikrinti 
gautus sprendinius ir atmesti pašalines šaknis. 

Pašalinių šaknų gali atsirasti tik tada, kai lygtis keliama lygi- 
niu laipsniu. Iracionaliąją lygtį keldami nelyginiu laipsniu, gau- 
name lygtį, ekvivalenčią duotajai. Siuo atveju šaknis tikrinti ne- 
verta. 

Jei iracionaliąsias lygtis su kvadratinėmis šaknimis sprendžia- 
me, nustatydami galimas kintamojo x reikšmes, turime remtis to- 
kiais teiginiais: : 

gm FK) =8*(x), 
D VS =e0> (10 255 


2) VK) - V gie | 


Įdomu tai, kad abiem atvejais prirašyti nelygybės j(x)=0 
nereikia, nes ji tiesiogiai išplaukia iš kitų sistemos nelygybių. Tik- 
rai, kadangi f(x) =g2(x) >0, tai f(x) >0; antruoju atveju, ka- 
dangi f(x) =g(x) >0, tai f(x) >0. 

Tačiau iracionaliasias lygtis lengviau spręsti, neieškant gali- 
mų kintamojo x reikšmių. Pašalinės šaknys atskiriamos, patikri- 
nus lygties šaknis. 

1 pavyzdys. Išspręskite lygtį 

V x4-8— V 5x4-204-2—0. 
Sprendimas. Nustatome galimas kintamojo x reik$mes: 
dcr a ir MH 
5x 4-202250 x>-—4; 
iš čia x>-—4. 
Lygtį pertvarkome taip: 
Vx+8+2= V 5x 4-20. 
` Abi jos puses keliame kvadratu: 
(Vx4-84-2)?— (V 5x 4-20)?, 
x 8--4 V x--8--4— 5x 4-20. 

Sutrauke panašiuosius narius ir suprastine iš 4, gauname to- 
kia lygtį: L! x--8—x--2. Abi puses pakėlę kvadratu, turime lygtį 
x24+3x—4=0, kurios šaknys yra x,= —4, xo— 1. 

Kadangi šios šaknys tenkina sąlygą x —4, tai abi turėtų tikti 
duotajai lygčiai. Tačiau patikrinę nesunkiai įsitikintume, kad šak- 
nis —4 yra pašalinė. Kodėl, nustatydami galimas reikšmes, ne- 
aptikome pašalinės šaknies? Todėl, kad tyrėme neišsamiai. Prieš 
keldami kvadratu lygtį V x4+8=x+2, turėjome reikalauti, kad 
būtų x+2>0, arba xz» —2. Juk šaknis V x48 yra aritmetinė, 
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todėl V x180. Vadinasi, galimas kintamojo reikšmes gauname 
iš sistemos 

į*=—-4, 

Aces 


iš čia xz» —2. Taigi šaknis —4 yra pašalinė. 
Atsakymas. (1). 
Tikriausiai suprantate, kad kai kada spręsti šiuo būdu yra * 
painu, todėl geriau jo netaikyti. 
2 pavyzdys. Išspreskite lygtį 
/ 3x9 x2 7 


V = : 
x42 9x42 12 


Sprendimas. Pažymėję yes raide 2, gauname lygtj 


arba 192—72—12—0 (290). Iš čia zi — Sir z= 


1 
um 4 


EN. 
z 127 
2x4-2 
x42 


=>. Pirmoji šaknis netinka, nes 2= 


šakries reikšmę į keitinį, gauname: 


y 2-4 2x42. 16 4-7 
3423 09 * gya GO 0s 


0. [rase antrosios 


Patikrinę jsitikintume, kad šaknis x=7 tinka. 
Atsakymas. 
3 pavyzdys. Išspręskite lygtį 
2—x+3Vx2-x-5=9. 
Sprendimas. Reiškinys x?—x skiriasi nuo pošaknio pasto- 


viu skaičiumi. Iš abiejų lygties pusių atėmę po 5, lygtį pertvar- 
kome taip: ; 


x2—x—5+3Vx2—x—5—4=0. 
Pažymėję reiškinį V x7—x—5 raide z, gauname kvadratinę 
lygtį z atžvilgiu: 2?--32—4—0. Iš čia z;— —4, 22=1. Pirmoji šak- 


nis netinka, todėl V x2 —x—5- 1, arba x2—x—6=0, x¡=-—2, x>=3. 
Patikrinę įsitikiname, kad tinka abi šaknys. 

Atsakymas. (—2; 3). 

4 pavyzdys. Išspręskite lygtį 


=—=— = A e aS 
V 244 Vx- y a4 V x-1. 


Sprendimas. Pritaikę formule (a—5)5—a?—5*—3ab(a— b), 
abi lygties puses pakeliame kubu: 


(V24c Vx) —(V 54 Vx) —3V 244 LTV 34 Vr S 


47 


X (V 24+ Vi Y 5+ V 3 —]. Vietoj reiškinio V 244 V x— 
—V5- yx įrašę 1 ir atlikę veiksmus, turime: 
V (244 V x) (54- Vx)=6. 
Dar kartą pakėlę abi lygties puses kubu, gauname: 
(24+ V x) (5+ Vx)=216, arba x--29 Vx—96=0. 


Pažymėję V x raide 2>0, gauname kvadratinę lygtį z atžvil- 


giu. Jos šaknys 2;— —32 (netinka), 22=3. Tada V x—3 ir x=9. 
Atsakymas. 


Pratimai 
Išspręskite lygtis: 


249. V6—4x—x2=x+4. 
251. 1— V13+3x2=2x. 


250. 2 Vi+5=x+2. 


TOA 3x—1 
252. Y 4x-3= 2 
y A V 3x—5 


254. V 4x-8— V 3x —2—2. 


e L yi 
253. V 2x +15 Vi yu-—T 


255. V x+ = Vi=x=1. 256. Vta V 36+x2-2=x. 


— A 0 E 
34x — Lo. E A y 4 
257. = -V gx Vis . 258. V2—x4 "Lorna 


4 1 „8 
im x+ Vex x= VxYx X 
VIl=x- Vx-7_ 2 
E Visit Vx=7 9-2 
x+l— V2xxl | V2x+1+I 
x+1+ V2x+1 V 2x41—1 
X X 
ST a x 
Ve$eys VuiVi 
—7 22. JF PA Le 
263. Ver Vi+lI+ V Vx2+1-x=x V3. 
264. x4 Vl ym Vē- m" 
x— Vx—1 x+ Vx:i—1 
265. Vx+1+ V4x+13= V 3x4-12. 
266. V 2x -3-- V x 2-2 V x41. 
Vx +8x 7 


== x+7= LL + 
V xxi HU V xl 


261. 


262. +6=0. 


267. 
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A A 


288. V 1-24 VA: 751 V x4943V 9x—B2T7TV 9. 
NTC OP UR ma 
269. Kai Vx- ) x— V x—3 V YI 
270. V x*J-Ax -84- V x2+4x+4=V 2 (2 2- 4x 4-6). 
271. V 4x -9x-5— V 2x? -x 15 V x2— 1. 
4 V x43 
HEIL 2, 


272. — 
y x+2 5 
273. 2y/ xi 5 Y x=3. 
SETA d mm 
x43 5x+2 „1 
274. 5x--2 x+3 -2$: 


275. x2+3x+4 V x2 --3x —6— 18. 
276. (x—3)?--3x—22— V x1 3x - 7." 
277. x-3- V 2x3 - 3x 9— Š (x1). 
278. V xi -5x —3— V x3 5x —3— 6. 
279. V (12-x)?-4V/ (0 x)?—5 V 172. 
280. V 5x 4-7— y 8x — 12— 1. 
281. V x --54- V xF6— V 2x 4-11. 
282. V x4-45— y x —16— 1. 
283. V a—x4- y b—x— Y a-- b —2x. 
(5—x) V 5=x+ (x—3) V x—3 

: D IM UR =2, 
288 V 5-x4- Vx—3 
285. Vrt Vx—44 Fa V x—421. 


$ 6. ALGEBRINIU LYGCIU SISTEMOS 


Lygtj su dviem kintamaisiais bendruoju atveju galima užra- 
šyti taip: 
| (x; y) =0; (14) 


čia f(x; y) — reiškinys su kintamaisiais x ir y. Kai šis reiškinys 
algebrinis, lygtis vadinama algebrine. 

Lygties su dviem kintamaisiais sprendiniu vadinama sutvar- 
kyta skaičių pora (xo; Yo), kuri, įrašyta į (14) lygtį, paverčia ją 
teisinga lygybe /(xo; y0)=0. Pavyzdžiui, lygties x244y—5=0 
sprendiniai yra skaičių poros (1; 1), (—1; 1), (3; —1), (—3; — 1). 
Aišku, kad ši lygtis turi ir daugiau sprendinių. Geometriškai tos 
lygties sprendinių aibė plokštumoje vaizduojama kreive. Yra ir 
tokių lygčių su dviem kintamaisiais, kurios neturi nė vieno spren- 
dinio, pavyzdžiui x?4- y?-- 1- 0. 


4. Matematika 49: 


Spręsime tik tokias sistemas, kai lygčių skaičius lygus kinta- 
mųjų skaičiui. 

Pagal tai, kiek yra kintamųjų, lygčių sistemos skirstomos į sis- 
temas su dviem kintamaisiais, su trim kintamaisiais ir t.t. Dau- 
giausia dėmesio skirsime sistemų su dviem kintamaisiais spren- 
dimui. 

Lygčių sistema vadinama tiesine, kai jos lygtyse visi kinta- 
mieji yra pirmojo laipsnio. Lygčių sistema vadinama antrojo laips- 
nio, kai bent viena sistemos lygtis yra antrojo laipsnio, o kitos — 
ne aukštesnio kaip antrojo laipsnio. Pavyzdžiui, dviejų tiesinių 
lygčių sistema su dviem kintamaisiais x ir y užrašoma taip: 


ax bye, 
aX + Dotj — Ca. (15) 

Lygčių sistemos su dviem kintamaisiais sprendiniu vadinama 
sutvarkyta skaičių pora, kuri yra sistemos kiekvienos lygties spren- 
dinys. Sistemos sprendinių aibė, kaip jau minėjome, yra sistemą 
sudarančių lygčių sprendinių aibių sankirta. 


(15) lygčių sistema turi tik vieną sprendinį, kai A ty d k ; ne- 


turi sprendinių, kai PEE turi be galo daug es kai 


da Dy 07 

Dvi lygčių sistemos vadinamos ekvivalenčiomis, kai visi vie- 
nos sistemos sprendiniai tinka antrajai sistemai ir atvirkščiai. 
Lygčių sistemos sprendimas — tai duotos sistemos keitimas kita 
ekvivalenčia sistema, kurią jau mokame spręsti. Čia reikia rem- 
tis šiais teiginiais: 

1) bet kurią sistemos lygtį galima pakeisti jai ekvivalenčia 
lygtimi; 

2) bet kurią sistemos lygtį galima pakeisti duotųjų lygčių su- 
ma arba skirtumu, kitą lygtį palikus nepakeistą. 

Pagrindiniai lygčių sistemos sprendimo metodai yra algebrinė 
sudėtis, kintamųjų keitimas, grafinis metodas. Be šių metodų, ant- 
rojo ir aukštesniojo laipsnio lygčių sistemoms spręsti taikomi įvai- 
rüs dirbtiniai sprendimo būdai. 

1 pavyzdys. Išspręskite tiesinę lygčių sistemą 


[Sr+69=13 
7x+18y=-1. 


Sprendimas. Sprendžiame algebrinės sudėties metodu. Pir- 
mąją sistemos lygtį padauginame iš —3 ir pridedame prie ant- 
rosios lygties. Gauname lygtį —8x= —40; iš čia x=5. Šią x 
reikšmę įrašome į sistemos pirmąją lygtį: 5-5+6y=13; iš Cia 
y=-—2. 

Atsakymas. ((5; —2)). 
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2 pavyzdys. Išspręskite antrojo laipsnio lygčių sistema 
[x2 — xy t y? — 63, 
Ix— = —3. 
Sprendimas. Sprendžiame keitimo būdu. Duotąją sistemą 
keičiame ekvivalenčiomis sistemomis: 


Lalis aa aps xiv AT eH e, 


x—y=-—3 y=x+3 
e LS 54-0, 


Išsprendę kvadratinę lygtį, gauname x— —9 arba x=6. Todėl 
sistema ekvivalenti lygčių sistemų visumai 


Tolesnis sprendimas yra aiškus. 

Atsakymas. ((—9; —6); (6; 9)). 

3 pavyzdys. Išspreskite lygčių sistemą 
18 11 


3x—2y ' 2x —3y 713, 
S ON 
3x—-2y  2x-3y — 
Sprendimas. Pazym l ide A P, 
P yméje zziz; 2j raide u ir 3y raide v, 


gauname sistemą 
a, 
27u— 2u= 1. 
Sia sistemą spręsti jau mokame. Ją išsprendę, randame u= 


1 
9” 
u=1. Įrašę u ir v reikšmes į keitinius, gauname sistemą 


PLE 
3x—2y 9? 
D 
2x-3y | 
iš čia 
B i 
2x-3y=1. 


Atsakymas. ((5; 3)). 
4 pavyzdy s. Išspręskite lygčių sistemą 


B Rs T; 
6x?—9xy+ y?—98. 
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Sprendimas. Pirmąją lygtį padauginame iš 4, antrąją — 
iš —1 ir, sudėję gautąsias lygtis, sudarome sistemą, ekvivalenčią 
duotajai: 

| 2x2 —5xy — 3y? —0, 
| 3x2—6xy — 21? — T. 


Išsprendę pirmąją lygtį x atžvilgiu, turime: x=3y arba x= 
=-— Ly. Sudarome sistemų visumą 


Ee 
3x2—6xy—2y7=7; 


3x?—6xy — 2y? =7. 

Jas spręsti mokame. 

Atsakymas. {(3; 1); (—3; —1); (—1; 2); (1; —2)}. 

Atkreipiame dėmesį, kad lygtis 2x2—5xy—3y7=0 yra homoge- 
ninė, nes kintamųjų x ir y, esančių kiekviename dėmenyje, laips- 
nių rodiklių suma vienoda ir lygi 2. Tokią homogeninę lygtį spren- 
džiame, dalydami abi puses iš y? arba x? (taip daryti galima, nes 
nei y=0, nei x=0 nėra šios lygties šaknys). Gauname lygtį 


TEDES 


kuri vra kvadratinė kintamojo z= * atzvilgiu. 
5 pavyzdys. Išspręskite lygčių sistemą 
[3 x+ Vy=3, 


| xy 9. 


Sprendimas. Pazyméje Y x raide u, Y y — raide v, duo- 
tąją lygčių sistemą užrašome taip: 
Ana 
u3 4- 03 — 9. 


Nesunku jsitikinti, kad 3i sistema ekvivalenti sistemai 


aseos 


Iš čia randame uj—1, us=2, 7,—2, va=1. Todėl x,=1, x2=8, 
J178, y»— 1. 
Atsakymas. {(1; 8); (8; Dk 
6 pavyzdys. Su kuriomis m reikšmėmis tiesinė lygčių sis- 
tema 
P quae ns E mun 
2x4 (5--m)y—8 


turi be galo daug sprendinių, neturi sprendinių, turi tik vieną 
sprendinį? 
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Sprendimas. Sistema turi be galo daug sprendinių, kai 
Hro iE, arba kai lygtys 
(3+m)(5+m)=8 ir 4(3+m)=5—3m 

turi bendrą šaknį. Šių lygčių bendras sprendinys yra m= — 1. 

Sistema neturi sprendinių, kai 

3+m__ 4 ¿33m 


2 54m ^ 8 


Iš lygybės M gauname: m?+8m>+7=0. Ši lygtis turi 
šaknis m,— — 1, m= —7. 

Jau įsitikinome, kad sistema turi be galo daug sprendinių, kai: 
m= —]. Vadinasi, ji neturi sprendinių, kai m= — 7. 


Sistema turi tik vieną sprendinį, kai 


3+m , 4 "s xh 
gj ga) peg, A 
Atsakymas. Turi be galo daug sprendinių, kai m= — 1; 
neturi sprendinių, kai m= —7; turi tik vieną sprendinį, kai m 
+ —1, mze-—T. 


Pratimai 


286. Kurios sistemos turi tik vieną sprendinį, neturi sprendinių, 
turi be galo daug sprendinių: 


1) :3x—4y= 7, 2) | x--y—8, 3) [| 2x y —12, 
(3x—4u — 10; | x—2y20; | 4x -2y — 24? 
287. Su kuriomis k reikšmėmis lygčių sistemos 
1) | x+ky=1, 2) | kx+y=2, 
kx+y=2; L Ax - hy —3 


turi tik vieną sprendinį? 
288. Su kuriomis m reikšmėmis lygčių sistemos 


1) | 3x-r (m—1)y—12, 2) Toca dt e m 
i(m—1)x+12y=24; 3mx+ (4m+2)y=5m-=5 


turi be galo daug sprendiniy, neturi sprendiniy, turi tik viena 


sprendinj? 
Grafiskai išspręskite lygčių sistemas: 
289. 1) ¡3x+2y=0, 2) scr Ple 
12x—y+7=0; 3x+4y+2=0. 
290. 1) [xy=8, os 
Ly=32; x—y=2 
291. 1) | x2+y7=25, 2) | x2 y? —26, 
lx?—y=5; (xy=12 


292. 1) ! x--2y— 11, 2) | 4x-y— 2, 
; Fio nie m | Be Loy =D: 
-1 -6 2 E 1 | 3(2x43) — 3x+5y 
293. 1) | Lach a E Tc 
B ded. 3(2x— y) Bir. 89—18. 
| “x  g-l , 2(y 4) 4+ 0, y , 
294. 1) | 10 2 Ža ENDE MES 
at =l, PUE 
d 8 g UM GU 
5+ =2; x—y XIV 
295. 1) | 3x?— y? —2, 2) m 
i2x-g—li y=-3 
296. 1) | 2x2—3xy+5y—5=0, 2) ,x2—5y?—3x— zd at 0, 
de (x—2) (y—1) =0; = 3) My 2]= —3y--2; 

3) [x+y +=], pi Fre Rom "d 

luca Pu 3xy t y^ — 1. 
297. 1) | x? i? —41, 2) [| 5x?—6xy 4- 5y? — 29, 

qiu Lm 8xy 4-79? — 43. 
298. 1) [ xi c y?- 17, Po ad 

As x24+y!—-x—y=22; 

3) f (x—y) (x?+ y?) =20, 4) mium (x+y) =23, 
xy (x— y) —6; 2+y9+xy=19. 

299. 1) | x34- y? —72, m PT A 
P x+y=-T; 
3) [xt yt =x? — 9, aT 3g? — 0, 
p orm x|x| t y|yl- —2. 
300. 1) [ 33-658 — 2 x, 2) biis erimus 
| 3x 4-4 — 23; x+ Vxy+y=14; 

3) | a 4) (y xix yi —2 y 17—0, 
LA CE io As 
Le+y=41; Vx+y+ Vx—y-6. 

301. 1) =12, 2) x-y 0. 
L SEL TET 1 les ye VEA; 
ETH x? y? = 34. 

302. 1) (5 V/33—3g—14- V x 4-69 — 19, 
lava —3y— y 

2) ET Ay u E -9 

b y gp 
a AR 3). 
303. 1) (x+y-2=17, 2) [7x —y — 42-95, 
ans y—13, POE 
T2—x- T; 2x+y-52= 
54 


Išspręskite lygčių sistemas: 


304. 1) (2x-—4y+9z=28, 2)í|( 38 ds 6 "y —Á 
7x+3y-62=-—1l, 4 92x—y ' y=32 x 
7x4+9y—92=5; e 4 EE. 

meet -y y-8 7 
| jou m Y 


x+y+z 2x-y  y—32 


$ 7. LYGCIU SUDARYMO UŽDAVINIAI 


Yra įvairių rūšių lygčių sudarymo uždavinių. Pateiksime kelis 
būdingiausių uždavinių sprendimo pavyzdžius. 

„1 pavyzdys. Turistas ėjo iš kaimo į geležinkelio stotį. Per 
pirmąją valandą jis nukeliavo 3 km. Eidamas tokiu greičiu ir to- 
liau, turistas į traukinį pavėluotų 40 min, o eidamas 4 km/h grei- 
čiu, ateitų 45 min anksčiau. Apskaičiuokite atstumą tarp kaimo ir 
geležinkelio stoties. 

prendimas. Tarkime, kad atstumas tarp kaimo ir gele- 
žinkelio stoties ru x km. Turistas, visą kelią eidamas 3 km/h 


greiciu, sugaištų > h ir pavėluotų į traukinį 3h. Tada laikas. 


iki traukinio išvykimo būtų lygus (ž-Ž)h. Jei per pirmąją va- 


landą turistas nukeliautų 3 km, o likusį kelią eitų 4 km/h greičiu, 
tai sugaištų (1+ zijn ir ateitų į stotį $ valandos anksčiau. Tu- 
rėdami šiuos duomenis, sudarome lygtį 


x 3 
ue 
kurią išsprendę, gauname x= 20. 
tsakymas. 20 km 
2 pavyzdys. Tam tikrą darbą dirbo du darbininkai, kuriems 
buvo mokamas skirtingas atlyginimas. Pirmasis darbininkas už- 
dirbo 240 rub., o antrasis, kuris dirbo 3 dienomis mažiau už pir- 
maji,— 144 rub. Jeigu antrasis darbininkas būtų dirbęs tiek dienų, 
kiek pirmasis, o pirmasis — tiek dienų, kiek antrasis, tai pirmasis. 
būtų gavęs 12 rub. daugiau už antrąjį. Kiek dienų dirbo kiekvie- 
nas darbininkas? 
Sprendimas. Tarkime, kad pirmasis darbininkas dirbo x 
dienų, antrasis — (x—3) dienų. Tada pirmasis per vieną dieną 


uždirbo 20 rub., o antrasis — 145 rub. Pirmasis darbininkas per 


(x—3) dienų būtų uždirbęs 20 *(x—3) rub., o antrasis per x die- 
ny — Ie x rub. Šių atlyginimu skirtumas lygus 12 rub. Sudaro- 
me lygtį 


22 (y—3) — 195 x12. 
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Atlikę veiksmus, gauname kvadratinę lygtį 7x2—117x+180=0, 
kurios šaknys yra x,=15 ir x=15 (netinka, nes x>3). 


Atsakymas. 15 dienų, 12 dienų. 

3 pavyzdys. Pirmasis siurblys, veikdamas atskirai, pripildo 
baseiną 3 h greičiau už antrąjį. Baseinui pripildyti buvo paleisti 
abu siurbliai, bet po 10 h pirmasis siurblys buvo išjungtas, ir ba- 
seiną baigė pripildyti antrasis siurblys per 5 h 45 min. Per kiek 
laiko pripildo baseiną kiekvienas siurblys, veikdamas atskirai? 

Sprendimas. Tarkime, kad pirmasis siurblys baseiną pri- 
pildo per x valandų, o antrasis — per (x--3) valandų. Pirmasis 


siurblys per valandą pripildo L baseino dalj, o antrasis — = 
dalį. 
Pirmasis siurblys dirbo 10 h ir pripildė D baseino, antrasis 
LH 
AR NN M T SS, 
dirbo (107-5 4) h ir pripildė TES baseino. Sudarome lygtj 
10, 63 
FRETI 


Atlikę veiksmus, gauname kvadratinę lygtį 4x?—91x—120—0, 
kurios šaknys yra x1=24, xo— — q (netinka, nes x>0). 


Atsakymas.24hir 27 h. 


4 pavyzdys. Prekė, nukainuota du kartus iš eilės tiek pat 
procentų, atpigo nuo 350 rub. iki 224 rub. Kiek procentų buvo ma- 
žinama prekės kaina kiekvieną kartą? 

Sprendimas. Prekės kainos atpiginimo procentą pažymė- 
kime x. 

Pirmą kartą prekės kaina sumažėjo 320 x rub.— Lx rub., ir pre- 


100 9 
kė kainavo (350— i x) rub.= Bum 


700—7x 
` 2-100 


rub. Antrą kartą prekės kai- 


700—7x | 700—7x 
2 200 


na sumažėjo 


xx rub. 


x rub., ir prekė kainavo X 


Sudarome lygtį Uu Tuc 
tj (100—x)2=6 400; jos šaknys x,=20; x;= 180 (netinka). 

Atsakymas. 20%. 

5 pavyzdys. Tarp miestų A ir B upe kursuoja garlaivis 
ir kateris. Pasroviui iš A į B garlaivis nuplaukia 1,5 karto greičiau 
negu kateris, be to, kateris per valandą atsilieka nuo garlaivio 
8 km. Atstumą iš B į A prieš srovę garlaivis nuplaukia 2 kartus 
greičiau negu kateris. Raskite garlaivio ir katerio greitį stovin- 
čiame vandenyje. 
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x=224, kuri pertvarkoma į lyg- 


Sprendimas. Tarkime, kad stovinčiame vandenyje garlai- 
vio greitis x km/h, katerio greitis (x—8) km/h ir upės tėkmės 
greitis y km/h, o atstumas tarp miestų |4B|=s km. Tada pasro- 


m E : S : S 4 S 
viui garlaivis plaukia im h, kateris — Sp h; prieš srovę 
- " s : 2 s 1 
garlaivis plaukia Ec h, kateris — ¿73 h 
Sudarome lygčių sistemą 

l5s_ Ss 
x+y X-y—8" 
2s Ss 


Atlikę veiksmus, gauname: 


| x+y=24, 
lx—y= 16; 


iš čia x=20, y=4. 
Atsakymas. 20 km/h, 12 km/h. 


Uždaviniai 


305. Dviženklio skaičiaus vienetų skaitmuo 4 kartus mažesnis už 
jo dešimčių skaitmenį. Iš to dviženklio skaičiaus atėmę 54, . 
gautume skaičių, parašytą tais pačiais skaitmenimis, bet at- 
virkščia tvarka. Raskite šį dviženklį skaičių. 

306. Tekintojas per 7 valandų darbo dieną turėjo nutekinti tam 
tikrą kiekį detalių. Panaudojęs naują peilį, jis per valandą 
nutekindavo 4 detalėmis daugiau negu buvo numatyta. To- 
dėl per 6 h jis įvykdė 1,2 dienos normos. Kiek detalių tekinto- 
jas nutekindavo per 1 h naujuoju peiliu? 

307. Iš to paties miesto vienas paskui kitą išvažiavo du traukiniai. 
Pirmasis traukinys per 1 h nuvažiuoja 72 km, o antrasis — 
96 km. Pirmasis išvyko 2 h anksčiau už antrąjį. Po kiek va- 
landų antrasis traukinys pavys pirmąjį? 

308. Vandeniui iš baseino išsiurbti pastatyti 3 siurbliai. Pirmasis 
gali išsiurbti vandenį per 12 h, antrasis — per 15 h ir tre- 
čias — per 20 h. Pirmąsias 3 valandas veikė pirmasis ir tre- 
čiasis siurblys, paskui buvo paleistas ir antrasis. Per kiek 
laiko iš baseino buvo išsiurbtas vanduo? 

309. Du fabrikai pagal planą per mėnesį turėjo pagaminti 360 
staklių. Pirmasis fabrikas planą įvykdė 11295, o antrasis — 
110%, todėl abu fabrikai per mėnesį pagamino 400 staklių. 
Kiek staklių viršum plano pagamino kiekvienas fabrikas? 

310. Du automobiliai išvažiavo iš vieno miesto į kitą. Pirmasis 
važiavo 10 km/h greičiau už antrąjį, todėl į vietą atvyko 1 h 
anksčiau. Atstumas tarp miestų 560 km. Koks kiekvieno au- 
tomobilio greitis? 
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311. 


312. 


313. 


314. 


315. 


316. 


317. 


318. 


319. 


320. 
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Du turistai ėjo priešais vienas kitą; vienas — iš vietovės A, 
antras — iš vietovės B. Pirmasis išėjo 6 h vėliau už antrąjį 
ir kol susitiko, nuėjo 12 km mažiau už antrąjį. Susitikę tu- 
ristai ėjo toliau tuo pačiu greičiu, ir pirmasis atėjo į B per 
8 h, o antrasis į A — per 9 h. Koks atstumas tarp vietovių A 
ir B? 


Valtis per 8 h nuplaukė 25 km prieš srovę ir 285 km pas- 


roviui. Upės tėkmės greitis 25 km/h. Koks valties greitis. 


stovinčiame vandenyje? 


Keliems darbininkams pavesta pakrauti 9,6 t krovinį. Du iš. 
jų neatvyko, todėl kiekvienam žmogui teko pakrauti 0,24 t 
daugiau negu buvo numatyta. Kiek darbininkų krovė šį kro- 
vinį? 

Namą remontavo dailidės ir dažytojai. Vieni ir kiti už darbą 
gavo vienodą sumą pinigų, bet dažytojų buvo 2 mažiau negu 
dailidžių, todėl kiekvienas dažytojas gavo 1 rub. daugiau. 
Visiems darbininkams sumokėtų rublių skaičius 26 didesnis. 
už darbininkų trigubą skaičių. Kiek dailidžių ir kiek dažytojų 
dirbo? 

Vandentiekio bakas dviem siurbliais pripildomas per 2 h 
55 min. Pirmasis siurblys jį gali pripildyti 2 h greičiau už 
antrąjį. Per kiek laiko pripildo baką kiekvienas vamzdis ats- 
kirai? : 

Trys ekskavatoriai, dirbdami kartu, išrausia duobę per 20 h, 
antrasis, dirbdamas vienas,— 19 h greičiau negu pirmasis ir 
du kartus lėčiau negu trečiasis. Per kiek laiko ją iškastų 
kiekvienas ekskavatorius atskirai? f 

Už atitinkamą pinigų sumą taupomoji kasa mokėjo 2%. Po 
kurio laiko išimtoji suma kartu su procentais sudarė 8502 rub. 
Jeigu ši suma iš taupomosios kasos būtų išimta metais anks- 
čiau, o taupomoji kasa mokėtų vienu procentu daugiau, tał 
jos procentai sudarytų 819 rub. Kokia pinigų suma buvo 
padėta į taupomąją kasą ir kuriam laikui? 

Kroviniui per tam tikrą laiką pervežti paskirti keli vienodi 
sunkvežimiai. Jeigu būtų paskirta 2 sunkvežimiais mažiau, 
darbas būtų atliktas 2 h vėliau negu numatyta, o jeigu būtų 
paskirta 4 sunkvežimiais daugiau, darbas būtų atliktas 2 h 
anksčiau negu numatyta. Kiek sunkvežimių buvo paskirta ir 
kiek laiko reikėjo kroviniui pervežti? 

Jeigu vieną stačiojo trikampio statinį pailgintume 2 cm, e 
kitą — 3 cm, tai gautojo trikampio plotas būtų 50 cmž dides- 
nis už pradinio trikampio plotą, o jeigu kiekvieną trikampio 
statinį sutrumpintume 2 cm, tai jo plotas sumažėtų 32 cm?. 
Raskite pradinio trikampio statinius. 

Didžiausias atstumas tarp dviejų koncentrinių apskritimų 
taškų lygus 18 cm, o mažiausias — 10 cm. Raskite šių ap- 
skritimų spindulius. 


321. 


322. 


323. 


324. 


325. 


326. 


327. 


328. 


330. 


Bendrabučio gyventojai turėjo sumokėti tam tikrą sumą pi- 
nigų už komunalines paslaugas. Jei kiekvienas jų mokėtų 
po 10,8 rub., būtų surinkta 2,59; daugiau negu reikėjo. Jei 
kiekvienas duotų po 10 rub., 88 rub. pritrūktų. Kiek reikėjo 
sumokėti už paslaugas ir kiek gyventojų buvo bendrabutyje? 
Motorinė valtis per 2 h 30 min nuplaukė pasroviui 12 km 
ir grįžo atgal. Kitą kartą ta pati valtis per 1 h 20 min nu- 
plaukė 4 km pasroviui ir 8 km prieš srovę. Apskaičiuokite 
motorinės valties greitį stovinčiame vandenyje ir upės tėk- 
mės greitį. 

Dviženklį skaičių padalijus iš jo skaitmenų sandaugos, gau- 
namas dalmuo 2 ir liekana 5. To skaičiaus skaitmenis sukei- 
tus vietomis ir atlikus minėtąją dalybą, gaunamas dalmuo 5 
ir liekana 2. Raskite tą skaičių. 

Dviejų skaičių geometrinis vidurkis 12 vienetų didesnis už 
mažesnį skaičių, o aritmetinis vidurkis 24 vienetais mažesnis 
už didesnį skaičių. Raskite tuos skaičius. 

Iki numatyto laiko darbininkas pagamino tam tikrą kiekį vie- 
nodų detalių. Kiekvieną dieną pagamindamas 10 detalių dau- 


giau, darbininkas baigtų darbą AL dienos anksčiau numatyto 


laiko. Jei per dieną jis pagamintų 5 detalėmis mažiau, tektų 
dirbti 3 dienomis ilgiau. Kiek detalių ir per kiek laiko jis 
pagamino? 

Dviem stačiojo kampo kraštinėmis viršūnės kryptimi juda du 
kūnai. Tam tikru momentu kūnas A yra nutolęs nuo kampo 
viršūnės 60 m, o kūnas B — 80 m. Po 3 s atstumas tarp A 
ir B yra lygus 70 m, o per sekančias 2 sekundes atstumas 
tarp kūnų sumažėja dar 20 m. Raskite kiekvieno kūno grei- 
tį. 

Baseiną du siurbliai pripildo per 12 min. Jei pirmasis siurb- 
lys veiktų 12 min, o, jį uždarius, antrasis dirbtų 7 min, tai 


būtų pripildyta 2 baseino tūrio. Per kiek laiko gali pripildyti 


baseiną kiekvienas siurblys atskirai? 

Iš vietovių A ir B, tarp kurių yra 54 km, tuo pačiu metu vie- 
nas priešais kitą išvažiavo du dviratininkai. Po 2 h jie susi- 
tiko ir nesustodami važiavo toliau tuo pačiu greičiu. Antrasis 
dviratininkas atvyko į vietovę A 54 minutėmis anksčiau negu 
pirmasis į vietovę B. Kokiu greičiu važiavo kiekvienas dvira- 
tininkas? 


„ Dviratininkų lenktynėms parinktas 6 km ilgio kelias. Dvi- 


ratininkas A pralenkė dviratininką B ir pasiekė finišą 2 mi- 
nutėmis anksčiau už B. Jeigu A važiuotų 0,1 km per minutę 
lėčiau, o B tiek pat greičiau, tai B pasiektų finišą 2 minutė- 
mis anksčiau už A. Kokiu greičiu važiavo kiekvienas dvira- 
tininkas? 

2 km ilgio apskritimu viena kryptimi čiuožia du čiuožėjai, 
kurie susitinka kas 20 minučių. Pirmasis visą apskritimą nu- 
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čiuožia 1 min greičiau už antrąjį. Apskaičiuokite kiekvieno 
čiuožėjo greitį. 

331. 36 km ilgio kelias tarp vietovių A ir B eina į kalną ir į pa- 
kalnę. Dviratininkas į pakalnę važiuoja 6 km per valandą 


greičiau negu į kalną, ir kelionė iš A į B trunka 2 h 40 min, 


o atgal i$ B į A — 20 min mažiau. Kokiu greičiu dviratinin- 
kas važiuoja į kalną ir į pakalnę? Koks įkalnės ilgis, va- 
žiuojant iš A į B? 

332. Už 152 rublius pirkta dviejų rūšių audinio. Jeigu pirmos rū- 
šies audinio kaina būtų didesnė, o antros tiek pat procentų 
mažesnė, tai pirmoji rūšis kainuotų 150 rub., o antroji — 24 
rub. Kiek rublių sumokėta už pirmos rūšies audinį? 


S 8. NELYGYBIU EKVIVALENTUMAS 


Nelygybés, kaip ir lygtys, sprendžiamos įvairiais metodais. Cia 
taip pat labai svarbi yra ekvivalentumo sąvoka. 
Apibrėžimas. Dvi nelygybės 


K+) >g(x) (16) 


ho) a8() (17) 
vadinamos ekvivalenčiomis aibėje M, jei jų sprendiniai šioje aibėje 
sutampa. Kitaip tariant, (16)—(17), kai (16) nelygybės sprendi- 
niai kartu yra (17) nelygybės sprendiniai ir atvirkščiai, (17) ne- 
lygybės sprendiniai kartu yra ir (16) nelygybės sprendiniai. Jei 
aibėje M (16) ir (17) nelygybės sprendinių neturi, tai jos irgi va- 
dinamos ekvivalenčiomis. 

Išvardysime keletą teiginių apie nelygybių ekvivalentumą. 
1. Nelygybės Hx) >2(x) ir —f(x)<—g(x) yra ekvivalenčios 
bet kokioje skaičių aibėje. 
2. Jei f(x) >0 ir g(x) >0, kai xeM, tai šioje aibėje 
F <> AS M 
3. Kai funkcijos f(x), g(x) ir p(x) yra apibrėžtos aibėje M, tai 
šioje aibėje 


ir 


Fx) <a (1) f(x) +9(x) <g (x) +9(x). 

Prie abiejų nelygybės pusių vietoj p(x) pridėję reiškinį —g (x), 
gauname, kad dėmenis iš vienos pusės galima kelti į kitą su prie- 
šingu ženklu. 

4. Jei funkcijos f(x), g(x) ir q(x) yra apibrėžtos aibėje M ir 
p(x) >0, kai xeM, tai šioje aibėje 

F(x) «8g (x) **T(x) (x) «a (x) e(x). 

5. Jei funkcijos f(x) ir g(x) yra apibrėžtos aibėje M ir f(x) >0, 

g (x) >0, kai x=M, tai šioje aibėje 
F(x) «g (x) P (x) <a? (x). 
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Penktuoju teiginiu dažnai remiamasi, sprendžiant iracionalią- 
sias nelygybės. Mokiniai paprastai suklysta, keldami abi nelygy- 
bės puses kvadratu, neįsigilinę, ar galima taip daryti. Pavyzdžiui, 
pakėlę abi nelygybės 

Vx2-1>x 


puses kvadratu, gauname: x2—1>x2, t. y. —1>0. Kadangi ši ne- 
lygybė neteisinga, atrodo, kad duotoji nelygybė neturi sprendinių. 
Bet taip nėra, nes šiai nelygybei tinka bet kuris 


xe] —oo; —1]. 


Kodėl suklydome? Nelygybė turi prasmę, kai x2—120, t. y. 
kai x=] —oo; —1]U[1; oo[, todėl x gali būti ir teigiamas, ir nei- 
giamas. Vadinasi, sprendžiant nelygybę, reikia nagrinėti du atve- 
jus: x>0 ir x<0. Kai x<0, nelygybės kairioji pusė yra teigiama, 
nes joje parašyta aritmetinė šaknis, o dešinioji — neigiama. Tokios 
nelygybės kvadratu kelti negalime, nes gausime nelygybę, neekvi- 
valenčią duotajai. Kai x>0, kelti abi nelygybės puses kvadratu 
jau galima. 

Apibendrinsime tai, ką čia pasakėme. Pertvarkę iracionaliąją 
nelygybę, paprastai gauname tokias nelygybes: 


VI) <e(x) arba Vf() =>2 (x). 
Jas spręsdami, turime remtis šiais teiginiais. 
|| (x) >0, 


6 Via set [eim | 
x) <g?(x). 


SO: 
— X) ZU; 


FK) zmgx). 


Atkreipiame dėmesį, jog antroje šios visumos sistemoje nereikia 
prirašyti nelygybės f(x) >0. Kad ji teisinga, tiesiog išplaukia iš 
nelygybės f(x) >97(x). Iš tikrųjų, 


F(x) >g (x) Z0, t. y. f(x) >0. 


$ 9. TIESINĖS NELYGYBĖS 


Tiesinių nelygybių su vienu kintamuoju sprendimo metodai 
analogiški tiesinių lygčių sprendimo metodams. Tačiau yra vie- 
nas esminis skirtumas, į kurį neatsižvelgus, galima suklysti. Rei- 
kia prisiminti, kad nelygybės ženklas keičiasi, abi jos puses daugi- 
nant arba dalijant iš neigiamo reiškinio. Tuo tarpu, spręsdami lyg- 
tis, reikalavome, kad tas reiškinys būtų nelygus nuliui. Dabar to 
neužtenka. 
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4 pav. 


| pavyzdys. Raskite nelygybių sistemos 


X—1 2x43, x X4-5 
| M 5 
XX HD y Ax Adi 
Uralas 


sveikuosius sprendinius. 
Sprendimas. Pirmosios nelygybės abi puses dauginame iš 
6, o antrosios — iš 8: 
[ 3x—3—4x—6+x<12—3x— 15, 
(8—x—54-16—4x«24x—2x—2; 


iš čia | 3x« 6, S RZ, 
| —27x« —21 X. 


Taigi q <x<2 (4 pav.). Siame intervale yra vienintelé svei- 
koji reikšmė x=1. 
„Atsakymas. (1). 
( 2 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 
| (m—1)x>m-2. 
„Sprendimas. Neskubėkime abiejų pusių dalyti iš m—1, nes 
nežinome šio reiškinio ženklo. Pažiūrėkime, ką gautume, jei m— 1 
būtų įvairių ženklų. 


l. Kai m—1>0, tai x> E, 
m—] 


2. Kai m—1«0, tai x< 22. 
3. Kai m—1=0, m=1, gauname nelygybę 0- x» —1, 0» —1. 


Kadangi ši nelygybė yra teisinga, tai nelygybei 0- x» —1 tinka 
bet kokios x reikšmės. Taigi kai m=1, tai xeR. 


Atsakymas. „>, kai m>1; xc 2 kai m«1; 
xER, kai m=1. 


Pratimai 
333. ISspreskite nelygybes: 


1) E -21-40)> q E; 


" X-1 x—3 x—2 
2) «> T 
)x go ms 
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334. Išspreskite nelygybių sistemas: 
1 7—x 3144 | 2) 4x—11 „x*-8 
as 4, 94 MS, 


5 
2 2 —1)2— 12. 
| S e5(4—3) «20-39; (24-x)?--8x? € (3x— 1) 


335. Raskite nelygybių sistemos 


2x—11 10—2x 

So xp RES «x, 
2x+15. I x 
Z >s (4-1) +3 


sveikuosius sprendinius. 
336. Raskite didžiausią natūrinį skaičių, tinkantį nelygybių siste- 
mai 


3—2x. 7x—5 
[Ee 5 T +x, 
7x—2 x—2 


337. Su kuriomis m reikšmėmis lygties 2--2,5x— 1,5(x — 2m) — 
m-5 
ES 
338. Su kuriomis m reikšmėmis lygties 
desnis už 1? 
339. Išspręskite nelygybes: 


x sprendinys mažesnis už 3? 


2—m 5+m A B 
= sprendinys di 


4—2x A os 8—3x y 2x-3 >x—1 
1) 1+3x >0; 2) 7x—2 <0; 3) x42 “72 
Išspreskite nelygybes: 
340. (m—3)x»m-2. 
X 1I—-x. X-+1 
341. ME B A o 
242. Raskite funkcijos y= V —x-- m apibrėžimo sritį. 
V 24x 


$ 10. KVADRATINĖS NELYGYBĖS 


Išnagrinėsime, kaip sprendžiamos kvadratinės nelygybės ax?-- 
+bx+c=0. Yra keli jų sprendimo būdai. Čia pateiksime tik gra- 
tinj. 

Tarkime, kad kvadratinės lygties ax?-- bx 4-c—0 (a>0) diskri- 
minantas D>0, tuomet kvadratinis trinaris turi realiąsias šaknis 
x, ir xo, be to, xiz& xs. Atsižvelgdami į koeficiento a ženklą ir 
neieškodami viršūnės koordinačių, nubrėžiame kvadratinio trina- 
rio y=ax?+bx+c grafiką (5, 6 pav.). 
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6: 


5 pav. | 6 pav. 


Norėdami išspręsti nelygybę, pavyzdžiui, ax?-- bx 4- c7 0, turime 
rasti tas x reikšmes, su kuriomis y>0, t. y. su kuriomis gralikas 
yra virš Ox ašies. Taigi iš brėžinio nustatome sprendinius: 

x<x, arba x>x kai a>0; 
xix « xo, kai a<0. 


Atsakymas. xs] —oo; xi[U] xs; co [, kai a0; xs] xi; xol, 
kai a<0. Me : 

Sakykim, trinario diskriminantas D=0. Toks trinaris turi dvi 
sutampančias šaknis xi—x». Jo grafikas nubraižytas 7 paveiksle. 

Iš grafiko matyti, kad ax?+bx+c>0 su visomis x reikšmėmis, 
kai a>0, ir ax?--bc-- c0 irgi su visomis x reikšmėmis, kai a<0. 
Nelygybei ax2+bx+c>0, kai a>0, tinka visos x reikšmės, išsky- 
rus x=x,, o nelygybei ax2+bx+c>0, kai a<0, tinka tik viena 
reikšmė x-ii. 
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a>0 


a«o 


8 pav. 9 pav. 


Išnagrinėsime dar tą atvejį, kai trinaris realiųjų šaknų neturi, 
t.y. kai D<0. Tuomet jo grafikas yra virš Ox ašies, kai a>0, ir 
po Ox ašimi, kai a<0 (8 pav.). Kitaip tariant, kai D<0, trinario 
ax?+bx+c ženklas sutampa su koeficiento a ženklu. Vadinasi, 
ax?+bx+c>0 su visomis x reikšmėmis, kai a>0, ir ax?-- bx --c«0 
su visomis x reikšmėmis, kai a<0. Todėl nelygybės ax?+bx+c>0 
(a>0) sprendinys yra intervalas ] —oo; oo[, o nelygybės ax?4- 
+bx+c<0 (a>0) sprendinių aibė tuščia. 

Kaip pavyzdį išnagrinėsime dviejų svarbių nelygybių x2>a2 
ir x2<a? (a>0) sprendimą. Jas parašome taip: 

x2—a?>0 ir x2—až<0. 


Nubraižome funkcijos y=x2—a2 grafiką, turėdami galvoje jos šak- 
nis —a ir a (9 pav.). Iš brėžinio matyti, kad 
x2>02>x2-a2>0>xE] —0o0; —a[U]a; oo [; 
x?« a?—x? — ag? « 0*xe] —a; al. l 
Kadangi iš nelygybės x?<a? gauname |x|<a (a>0), tai 
|x| <a xE] —a; al. 
Analogiškai |x|>a=>x€] —oo; —a[U]a; œ[. 
( 1 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 
ES 2 8 
x—13 | > a“ 


Sprendimas. Pirmiausia pritaikykime nelygybių savybę 


(a>b, a>0, b>0)=> +<}. 
Todėl. duotoji nelygybė, kai x—132£0, yra ekvivalenti nelygybiy 
sistemai 
x—13 9 
2 | 


X 7-18. 
5. Matematika 65 


1 
10 pav. 


Iš pirmosios nelygybės gauname: 
EN Uo LI, 
8 sd 9 SS 8" 
1“ << Ll 
4 a5 


3 
Atsakymas. re]10 4: 13/U]13; i54 . 
2 pavyzdys. Su kuriomis m reikšmėmis nelygybei 
(m?—1)x24+2(m-—1)x+1>0 
tinka visi xeR? 


Sprendimas. Kad ir kokia būtų x reikšmė, trinaris visą 
laiką yra teigiamas, kai 


| m*— 17-0, 
| D«O. 
Apskaičiuojame diskriminantą: D = 4(m — 1)? — 4(m? — 1) -l= 
= —8m--8. Sprendžiame sistemą ' 
m?— 170, m?» 1, me|-o; —1[Ū]1; œf, 
hunde —8m<-8“ 1m>l; lu | 


iš čia me]l; oo[ (10 pav.). 


Pratimai 


Išspręskite nelygybes: 
. 943. 1) x24+2x>6x— 15; 
3) x2—6x+9<0; 
5) x?-2x4-8>0; 
344. |12x?—9x 4-151220. 


546. 5x — 20 xc x? «c 8x. 


2) x2-5x+4<0; 
4) x?—8x--16z0; 
6) x?-x41«0. 
345. |x2—5x| <6. 


3x?—7x4-8 
347. 1« 775507 <2. 


x?—4x-FA |, [x —21 


6. 043 4, 


—12<0. 
Raskite funkcijų apibrėžimo sritį: 
350. y=Vx2+x+3. 351. y= V 3x— æ. 


ms p 
EMT. By : 


352. y=lg = === eer 4 
> oos V3—3x42 V QlUr9x— ixi 


— C E 
+ 


Ets 


" 
354. y= V == +lg(3-x). 


355. Su kuriomis m reikšmėmis funkcija 


„—— 


y= V (m+1)x*=>2(m—1)x4+3m-—3 
apibrėžta aibėje R? 
356. Su kuriomis parametro a reikšmėmis, kad ir koks būtų xeR, 
nelygybė 
ax?-5x—2 PAY 
x?-c x] 
yra teisinga? 
357. Kokios turi būti m reikšmės, kad, nelygybei 
x?--mx —2 c2 


—3« eq 


tiktų visi xeR? 
358. Su kuriomis A reikšmėmis nelygybė 


x2+3x+4 , 
AT “2 


yra teisinga, kad ir koks būtų x=R, išskyrus tik vieną x 
reikšmę? 


$ 11. INTERVALU METODAS 


Tarkime, kad daugianaris 
P.(x) =x" + ajxr14...+ an+ an 


turi šaknis xj, Xo, ... , Xn. Tuomet šį daugianarį galima išskai- 
dyti dauginamaisiais: 
Pa (x) = (x— x1) (x—x3). ..(x—3X4) (x— xa). (18) 


Intervalų metodas remiasi svarbia daugianario savybe, kurią 
pateiksime be įrodymo: intervale, apribotame dviem gretimomis 
šaknimis, daugianario -ženklas yra pastovus. Todėl, norint suži- 
noti daugianario ženklą tam tikrame intervale, reikia išsiaiškinti, 
koks yra jo ženklas bet kuriame to intervalo taške. 

Skaičius Xj, x», ., Xn atidedame ašyje didėjimo tvarka 
(11 pav.) ir išnagrinėjame, koks yra P,(x) ženklas kiekviename 
intervale. 
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+ YAA AAA Ds 4 


-5 3 01 2 3 


12 pav. 


Kai x>xn, visi (18) sandaugos dauginamieji yra teigiami, to- 
dėl P.(x) >0. Kai x7-¡<x<Xn, paskutinis (18) sandaugos dau- 
ginamasis yra neigiamas, o kiti teigiami. Vadinasi, Pa (x) «0. Kai 
Xn-2<x<Xn-1, paskutinieji du (18) sandaugos dauginamieji yra 
neigiami, o kiti — teigiami, taigi P„(x) >0. 

Intervaly metodą taikome taip: kraštiniame dešiniajame inter- 
vale rašome ženklą „+“, į kairę nuo jo — ženklą ,, —", paskui „+“ 
ir t.t., kaitaliodami ženklus „+“ ir „—“. Tada nelygybės P, (x) > 
>0 sprendiniai bus tie intervalai, kuriuose parašytas ženklas „+“, 
: nelygybės P4(x)«0 — tie intervalai, kuriuose parašytas ženk- 
as ,—“. 

l pavyzdys. Išspreskite nelygybę 

(x?—9) (x?- 2) (x+5) (x2—8x +7) (x —2) <0. 


Sprendimas. Pirmiausia abi nelygybés puses padalijame 
iš x?--2; nelygybės ženklas nesikeičia, nes su visomis x reikšmė- 
mis x?4-27 0. Išskaidę reiškinius x?—9, x2—8x4-7 dauginamaisiais, 
gauname nelygybe 


(x—3) (x+3) (x+5) (x— 1) (x—7) (x—2) «0. 


Skaičių ašyje atidedame skaičius 3, —3, —5, 1, 7, 2 (12 pav.) ir 
parašome ženklus „+“ ir „—“. Nelygybės sprendiniai yra tie in- 
tervalai, kuriuose parašytas ženklas „—“. 
Atsakymas. xe|—5; —3[U] 1; 2[U] 3; 7[. 
2 pavyzdys. Išspręskite nelygybę ; 
(x2? —4x--3) (x—2)?(x—4) >0. B 


Sprendimas. Kai x2, tai (x—2)?»0, ir nelygybės abi 
puses galima dalyti i$ (x—2)?. Kai x=2, gauname neteisingą 
nelygybę 0>0, todėl x=2 nėra nelygybės sprendinys. 

. Abi nelygybės puses padaliję iš (x—2)? ir išskaidę reiškinį 
x?—4x--3 dauginamaisiais, gauname: 


| (x—1) (x—3) (x—4) >0, 
x72. 


Skaičių ašyje atidedame skaičius 1, 3, 4 (13 pav.) ir interva- 
luose parašome ženklus. Sprendiniai yra tie intervalai, kuriuose 
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| 
| 
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parašytas ženklas „+“. Nepamirškime, kad iš intervalo is 31 
reikia išmesti tašką 2. 

Atsakymas. x<|1; 2[U]2; 3[U]4; oo [. 

3 pavyzdys. Raskite funkcijos 


x—2  2x—3 
y= VE-= 
apibrėžimo sritį D(y). 


Sprendimas. Funkcija apibrėžta su tomis x reikšmėmis, 
su kuriomis pošaknis yra neneigiamas ir trupmenų vardikliai ne- 
lygūs nuliui. Todėl 


x42 4x—1 20, 
x5-2, 
x r 

Pertvarke pirmąją nelygybę, gauname: 
(x—1) (x—4) 
(x+2) (Ax —1) >0, 
x 4-2, 
XX I. 


Padaugine abi pirmosios nelygybės puses iš teigiamo reiškinio 
((x4-2) (4x—1))?, gauname sistemą 
(x—1) (x—4) (x+2) (4x —1) 20, 
xx—2, 
el, 
arba 
(x1) (44) (2) (x- 7) 20, 
x+-2, 
1 
X 4 . 
Jeigu nebūtų nurodyta, kad x+4-2, xl , atsakymą (Zr. 
14 pav.) gautume tokį: x=] — œ; —2]U[ + 1]U[4; oo[. Kadangi 
x34-—2 ir xÆ L tai šie intervalų galai patiems intervalams ne- 


priklauso. 
Atsakymas. D(y)=]—0; —2[U] 4; 1UI4 col. 
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Pratimai 


Išspreskite nelygybes: 
359. (x?—x—6) (x—5) <0. 360. x35—6x?-- 11x —6« 0. 
361. (x—1)?(x—3) (3x—6— x?) «0. 
$62. (8x— 15— x?) (2x --2) (x —4)?0. 


363, 2 >1. 364, 2247 <a, 

365. 2— 35. 366. PES 7, 

367. —- a < 308. + c... 
369. > arara’ 370. Uu oex-3» 5. 
31. xl c4. 372, EE «0. 

373. CER. 

A SS RS D «ES 


Raskite funkcijų apibrėžimo sritį; 


Qx-] — x44 = 
m9 VE 0 Y 


377. U=-———=i 


318. X E dert Aa um Y) 
x—=x+i x-cl +] . E A 


$ 12. IRACIONALIOSIOS NELYGYBĖS 


Iracionaliosios nelygybės dažniausiai sprendžiamos, pertvar- 
kant jas į racionaliąsias nelygybes. Paprastai abi nelygybės pusės 
keliamos tam tikru laipsniu. Bet čia, kaip jau minėjome, reikia 
būti atsargiems, antraip galime gauti neekvivalenčią nelygybę. 
Stai, pavyzdžiui, neabejotinai 

a>b=a?>6?, kai a>0, b>0. 
Bet tuomet, kai a ir b yra skirtingų ženklų, tai $ ab ali iš- 
plaukti ir a?« b? (pavyzdžiui, 3> —5, bet 9<25). 2. 

„Sprendžiant iracionaliąsias nelygybes, pirmiausia reikia nusta- 
tyti tas x reikšmes, su kuriomis abi nelygybės pusės turi prasmę. 

1 pavyzdys. Išspręskite nelygybę Vx>-]1. 

Spren d imas. Nelygybė turi prasmę, kai x>0. Kairioji ne- 
lygybės pusė, kaip aritmetinė šaknis, visada neneigiama, o deši- 
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| 


| 


nioji neigiama. Todėl šiai nelygybei tinka visos x reikšmės, su 
kuriomis nelygybė turi prasmę. 

Atsakymas. xe]l0; oo[. Tre 

2 pavyzdys. Išspręskite nelygybę Vx+2>x. 

Sprendimas. Galimos kintamojo x reikšmės nustatomos 
iš sąlygos x+2>0, t. y. xz» —2. Kairioji nelygybės pusė visada 
neneigiama, o dešinioji gali būti ir teigiama, ir neigiama, todėl iš 
karto kelti abi nelygybės puses kvadratu negalima. 

Tarkime, kad x>0. Dabar galime abi nelygybės puses kelti 
kvadratu. Turime: 

x+2>x?. (19) 


Prijunge galimas x reikšmes, gauname nelygybių sistemą 


x+2>x?, 
120 (20) 
x+2>0, 
kuri ekvivalenti sistemai 
Doom 
x>0; 
iš čia 
| —1<x<2, 
x=0, 
t. y. 1€]l0; 2]. 


Atkreipiame dėmesį į tai, kad (20) sistemoje nereikia rašyti 
nelygybės x+2>0, nes ji tiesiog išplaukia iš (19) nelygybės: 
kadangi x?zz0, tai ir x4220. 

Dabar tarkime, kad x<0. Kadangi dar turi būti xz» —2, tai 
—2<x<0. Su tokiomis x reikšmėmis kairioji nelygybės pusė yra 
neneigiama, o dešinioji neigiama, todėl nelygybė teisinga. Vadi- 
nasi, šis intervalas ir yra nelygybės sprendinys, kai x<0. Sujungę 
ankstesnį atsakymą x€ [0; 2| su dabar gautu, turime: xe [— 2; 2[. 

Atsakymas. xe[-2; 2[. 

3 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 


V x1—3x—10-— x 4-27 0. 


Sprendimas. Galimas kintamojo x reikšmes nustatome iš 
sąlygos x2—3x— 100. Toliau duotoje nelygybéje atskiriame šaknį: 


Vi =3x=10>8-2, 


Kairioji nelygybės pusė yra neneigiama, o dešinioji gali būti arba 
teigiama, arba neigiama (x—2=0 būti negali, nes su x=2 trina- 
ris x2—3x— 10< 0). 

Kai x—2<0, nelygybei tinka visos x reikšmės, su kuriomis 
x2-3x—10>0. 
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Kai x-2>0, abi nelygybės puses galima kelti kvadratu. Todėl 
duotoji nelygybė ekvivalenti tokiai nelygybių sistemų visumai: 
| x2—3x—10z0, 
1x—2«0; 


x—2>0, 
» —3x—10> (x—2)?. 

Vėl atkreipiame dėmesį į tai, kad antroje šios visumos siste- 
moje nerašėme nelygybės 35100. Aišku, jog ji teisinga, 
nes 

—3x— 10> (x—2)2>0. 
Išsprendę šias sistemas, gauname: 
L 2 
x>14. 

Atsakymas. xe]—oo; —2]U]14; oo[. 

Sprendžiant iracionaliasias nelygybes, kartais tikslinga šaknį 
pažymėti nauju kintamuoju. 

4 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 


x+ V x2-3x+5>3x+7. 


Sprendimas. Pertvarkome nelygybe: 
(x2 — 3x -- 5) + V x3 —3x4-5— 1270. 
Ji turi prasmę su visais xeR, nes x2—3x45>0 kad ir koks būtų 
xeR (šio trinario diskriminantas yra neigiamas). Reiškinį 
V xi—8x4-5 pažymėję raide 2>0, gauname: 
2?--2—12»0; 
iš čia 2>3 arba z« —4. Prijunge 270, turime 273. Todėl 


V x2-3x+5>3. 


Pakéle abi šios nelygybės puses kvadratu ir pertvarkę, gauname 
kvadratinę nelygybę 
—3x-4>0. 


Jos sprendiniai x<—1 arba x>4. 
Atsakymas. x] -004 —1[U]4; oo [. 
5 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 


Vx46—V2x—8» V xl. 


Sprendimas. Pirmiausia nustatome, 
prasmę, kai x>2,5. Parašome nelygybę taip: 


Vx+6> Vx+14 Y 2x—5. 
Kadangi abi nelygybės pusės yra neneigiamos, keliame kvadratu: 
x+6>x+14+2V (x+1) (2x—5) +2x—5, 


jog nelygybė turi 
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arba 

V (x41) (2x—5) «5- x. 
Jeigu abi nelygybés puses keltume kvadratu, nejsigiline, kada taip 
galima daryti, tai suklystume. I$ tiesų ši nelygybė turi prasmę - 


tik tuomet, kai 5—x20, nes jos kairioji pusė yra neneigiama. Tar- 
dami, kad x<5, galime abi puses kelti kvadratu: 


(x+1)(2x—5)<(5-x)?; 
iš čia l 
x?4- 7x —30« 0. 
Taigi duotoji nelygybė ekvivalenti tokiai nelygybių sistemai: 


x>2,5, 
x<5, 
x?4- 7x —30« 0. 


Ja išsprendę, gauname 2,5<x<3. 
Atsakymas. xe [2,5; 3[. 


Pratimai 


Išspręskite nelygybes: 


379. V 9x —20« x. 380. V 4—3x» x. 
381. Vx -6«x— 6. 382. Vx+7>2x-1. 

4 = — S 
383. 757 —V 2-x«2. 384. V 33 Ax» x — 8. 
385. V 3x x3 4— x. 386. V x: 3x -2—3— x 0. 
387. V 32 —3x —10«8— x. 388. V —x3-4Ax —3« x — 9. 
389. 1) (x3) V xi -x-220; 2) (x42) V xi —2x—3«c0. 
390. Vx+1> V x— I. 391. x2+5x+4—5 V 12+5x+28>0. 
392. V1—x« y 53x. 393. 2 V xi —5 V x3. 

EL Es es €—— 
394. x—1 -yz <7 2“ 395. V 4x2—19x+12 * 
396. FEES, 397. Vx-2— V x-3» —V x—8. 


398. V x -6- V x-12- V2x—4. 399. V <+3< Y x—14-Y x—2. 


400. V x22 V x?—2x- 1. 


2 1 1 
—— — 4 — r. 
a EA 


402, -9* = 2 zd Dus 
403. aee L, «a Plis 
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S 13. NELYGYBIU SU DVIEM KINTAMAISIAIS SISTEMOS 


Nelygybės su dviem kintamaisiais 
Fo y) =0 


sprendiniu vadinama skaičių pora (x; y), kurią įrašius į nelygybę, 
gaunamas teisingas teiginys. Nelygybės su dviem kintamaisiais 
sprendinių aibė yra tam tikras aibės R? poaibis. Pavyzdžiui, ne- 
lygybės ; 
gor 

sprendiniai yra visi taškai, kurių ordinatés mažesnės už parabo- 
lės y=x2 atitinkamų taškų ordinates. Aišku, kad tokie taškai bus 
po parabole (15 pav.) (taško M; ordinatė mažesnė už taško M, 
ordinatę). 

Nelygybės 
x2+y <? 


sprendinių aibė — skritulys, kurio centras yra koordinačių pradžios 
taškas, o spindulys r (16 pav.), nes sąlygą x24+y2=r2 tenkina 
apskritimo taškai, o visi kiti plokštumos taškai tinka arba nely- 
gybei x2+y2>r?, arba nelygybei x?-- y? « r?. 
Nelygybiu sistemos 
(f(x 9) 70, 
lg(x; y) 20 


sprendiniu vadinama skaičių pora, tinkanti kiekvienai nelygybei. 
Todėl sistemos sprendinių aibė yra abiejų nelygybių sprendinių 
sankirta. 

1 pavyzdys. Raskite sistemos 


| yz 
| x? y? x4 


sprendinių aibę. A TE 
Sprendimas. Nelygybés y>x sprendiniai yra tiesės y—x 
taškai ir visi plokštumos taškai virš šios tiesės (17 pav.). Nely- 


X 
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17 pav. 18 pav. 


gybés x24+y2<4 sprendiniai sudaro skritulį (17 pav.). Sistemos 
sprendiniai — tai abiejų figūrų bendroji dalis. 17 paveiksle ji su- 
brūkšniuota dviejų krypčių brūkšniais. i 

Toliau pateiksime nelygybės su dviem kintamaisiais sprendimo 
uždavinį, tik kitaip suformuluotą. 

2 pavyzdys. Pavaizduokite koordinačių plokštumoje aibę 
taškų (x; y), su kuriais 


Us y) | log, (x+y—1)>0}. 


Sprendimas. Logaritmas turi prasmę, kai 
x+y-1>0. 
Iš nelygybės log, (x+y—1)>0 gauname: 
log, (xr y — 1) 7 log, l>x+y-2<0, 


Taigi duotoji nelygybė ekvivalenti nelygybiy sistemai 


Aa +] 1>1—3, 
x+y-2<0 ¡ACABA 
Nubrėžiame tieses y=1—x ir y=2—x (18 pav.). 

Taškai (x; y), tenkinantys nelygybę y>1—x, bus virš tiesės 
y=1—x, o taškai, kurių ordinatė y<2—x, bus po tiese y=2- x. 
Taigi sąlygą log, (x+y—1)>0 tenkins taškai, esantys juostoje 
tarp tiesių y=1—x ir y=2—x. Pačių tiesių taškai nagrinėjamai 
aibei nepriklauso. 

3 pavyzdys. Su kuriomis a>0 reikšmėmis aibė 

(05 y) LX gx (Go y) | *—y=1) 
yra tuščia? 

Sprendimas. Taškų (x; y)eR?, su kuriais x+y? <a? 
(a>0), aibė koordinačių plokštumoje vaizduojama skrituliu; jo 
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19 pav. 


spindulys yra a ir centras (0; 0). Taškų (x; y)eR?, su kuriais 
x—y=1, aibė vaizduojama tiese. Trys galimos skritulio ir tiesės 
padėtys parodytos 19 paveiksle. Šių dviejų aibių sankirta bus tuš- 
čioji aibė, kai tos aibės neturės bendrų elementų, t. y. kai tiesė 
nekirs skritulio. Vadinasi, skaičius a turi būti toks, kad lygčių 
sistema 

| x? - y? — a?, 

lx—y=1 


neturėtų sprendinių. Įrašę į pirmąją lygtį x=1+y, gauname kvad- 
rating lygtį 2y*4+2y—1—a2=0. Si lygtis neturės šaknų, kai jos 
diskriminantas bus neigiamas, t.y. kai 

2a?—1<0; iš čia 0<a< y? 
Pratimai 


Taškų (x; y) aibes pavaizduokite koordinačių plokštumoje: 


405. | (x; y) 1 l= SA) 

406. ((x; y) | 3x-—4y+12>0 ir x4+y—2<0). 

407. ((x; A y+3>47+2x ir x+y <3}. 

408. (65 y) | lxI+lyl=1) A ((x; IAL izi= yt yl. 
409. ((x; E xis Vu nts y |y= El, 
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410. 
411. 
412. 


413. 


414. 


415. 


(65 y) | 3-9 z9 0 (oo y) 1x p, x9. 
[o5 y) | sin(x y) =0). 

[Os y) | tg(x+y)=1}. 

Ar teisingas teiginys 

(ay | x+y=2} N CCo y) | 0-2; = 

Su kuriomis parametro a reikšmėmis aibė 

(05 y) | x+y=0} N {(x; y) 1+y=1) bus: 

1) tuščia; 2) sudaryta iš dviejų elementų; 3) sudaryta i$ vie- 
no elemento? 

Su kuriomis parametro a reikšmėmis 

(o5 y) 1x2. y 29m) N Cos y) | x+y-a=0)= 


IV SKYRIUS. PROGRESIJOS 


$ 1. ARITMETINĖ PROGRESIJA 


Apibrėžimas. Skaičių seka, kurios kiekvienas narys, pra- 
dedant antruoju, lygus prieš jį esančio nario ir to paties skaičiaus 
sumai, vadinama aritmetine progresija. 

Taigi, kai aj; a2; Az; ...; QR; ... yra aritmetinė progresija, tai 
pagal apibrėžimą 

d) — 0, —5—05-—. . .— Qk — 0r-1=QOr41—0r=. .. 


Sis pastovus skaičius vadinamas aritmetinės progresijos skirtumu 
ir žymimas raide d. 3 
Iš aritmetinės progresijos apibrėžimo išplaukia, kad seka, api- 
brėžta rekurentine formule az,¡=4,+d, yra aritmetinė progresija. 
Aritmetinės progresijos bendrasis narys išreiškiamas iormule 
a;=0,+ (&— 1)d, (1) 
o jos n pirmųjų narių suma — formulėmis: 
Es (a1+4,)n 


a (2) 
Sn= Zate, n. (3) 


Aritmetinė progresija vadinama didėjančia, kai d>0, mažė- 
jancia, kai d<0. 
Jei Or-1, Ar, Akp+, — trys vienas po kito einantys aritmetinės 
progresijos nariai, tai pagal apibrėžimą 
Qj — k-i = Qh4-1 — Oh; 
iš čia 


[SEI PES, 


ak = E A, (4) 


Bet kuris aritmetines progresijos narys, pradedant antruoju, 
lygus šalia jo esančių narių aritmetiniam vidurkiui. 

Teisingas ir atvirkščias teiginys: jei sekos bet kuris narys ly- 
gus gretimų narių aritmetiniam vidurkiui, tai seka yra aritmetinė 
progresija. E 

Aritmetinė progresija turi įdomią savybę: vienodai nutolusių 
nuo jos pradžios ir galo narių sumos yra lygios. Iš tikrųjų, 


a, +0,=0,)-04,+d(n—1) =20,+d(n—1), 
à54- 04 ,— 0, -d-- a4 4-d (n—2) —2a,--d(n—1) ir t. t. 


Mokiniai kartais klysta, manydami, kad teisingas ir atvirkš- 
čias teiginys. Tačiau jis ne visada būna teisingas. Pavyzdžiui, 
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skaičiai 1, 5, 6, 10 pasižymi šia savybe (14+10=5+6), bet arit- 
metinės progresijos nesudaro. È k ea 

1 pavyzdys. Kai a, b?, c? sudaro aritmetinę progresiją, 
tai skaičiai ES n i 3 taip pat sudaro aritmetinę progresiją. 
Įrodykite. 


Sprendimas. Iš sąlygos turime: 
b?—a?-c?—b?. 
Toliau lygybe pertvarkome taip: 
b- —b 
(b—a) (b+a)= (c—b) (c+b), = ira + 
bc—a-c  b—acacc 
b+c  b+a y 


a+c de. SEE a+c 


a+b’ b+c "a+b ’ 
2 l l l -i(Lh L) 


aye b4c' a+b’ acc. 2 b«c a+b 
2 aritmeti- 


a+ 
nis vidurkis. Vadinasi, tuo pačiu įrodėme, jog skaičiai Ent 


i DM 1 A 
Irodéme, kad skaicius xis a skaičių psy 


1 r a 2s 
LEN. sudaro aritmetine progresiją. 


2 pavyzdys. Tarp skaičių 3 ir 27 įrašykite 5 skaičius taip, 
kad gautute aritmetinę progresiją. 

Sprendimas. Įrašę tarp dviejų skaičių penkis skaičius, tu- 
rėsime skaičių seką iš 7 narių, todėl 


a=3, „[ū=3, 
0;—2T7 (a, +6d=27. 
Iš čia d=4. 

Atsakymas. 3; 7; 11; 15; 19; 23; 27. 

3 pavyzdys. Iškilojo daugiakampio kampų didumai suda- 
ro aritmetinę progresiją. Kiek kraštinių turi daugiakampis, kai 
mažiausio kampo didumas lygus 120“, o kampų didumai skiria- 
si 5% 

Sprendimas. Pagal sąlygą a,=120, d=5. Sakykim, dau- 
giakampis turi n kraštinių. Kampų sumą randame pagal (3) for- 
mulę. Antra vertus, žinome, kad iškilojo daugiakampio kampų su- 
ma lygi 180(n—2). Taigi gauname lygtį 


180(n—2) = 2:20 (n- 05, 


2 n. 


Ją išsprendę, randame n,=9 ir n;=16. Sprendinys n=16 ne- 
tinka, nes tuomet aj5—120-- (16—1)5= 195. Taip būti negali, ka- 
dangi daugiakampis yra iškilasis, ir jo visų kampų didumai turi 
būti mažesni už 180“. 

Atsakymas. n=9. 
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Pratimai 

416. 1) Žinomi pirmieji du aritmetinės progresijos nariai a,=3 
ir a;=7. Raskite 7-ąjį ir R-tąjį narį. 

2) Raskite aritmetinės progresijos 35; 5b; 7b; ... (b=+0) 
bendrąjį narį. 

3) Tarp skaičių 4 ir 40 įrašykite 8 skaičius taip, kad gautute 
aritmetinę progresiją. 

417. Kiek kartų per parą girdėsime laikrodžio dūžius, kai jis mu- 
ša valandas ir pusvalandžius? 

418. Įrodykite, kad pirmųjų n nelyginių skaičių suma yra tam 
tikro skaičiaus kvadratas. 

419. Aritmetinés progresijos 3-ojo ir 6-ojo nario suma lygi 3, 
o jų kvadratų suma 45. Parašykite tą progresiją. 

420. Trijų skaičių, sudarančių aritmetinę progresiją, suma lygi 16. 
Raskite tuos skaičius, kai pirmojo ir antrojo sandauga ly- 
gi 124. 

421. Sestasis aritmetinės progresijos narys sudaro 6095 trečiojo, 
o jų sandauga lygi 15. Kiek progresijos narių reikia paimti, 
kad jų suma būtų lygi 303? 

422. Duota aritmetiné progresija 3; 3,2; ... Kuriuo nariu prade- 
dant, kiekvienas jos narys didesnis už 1 000? 

423. Per pirmąją sekundę kūnas tuštumoje laisvai nukrinta 4,9 m, 
o per kiekvieną sekančią — 9,8 m daugiau. Kokį kelią jis 
nueina per 10 s? Kokį kelią kūnas įveikia per dešimtąją se- 
kundę? 

424. Nuo birželio 1 iki 12 dienos įskaitytinai oro temperatūra kas- 


dien kilo 7 °C. Vidutinė šio laikotarpio temperatūra buvo 


18 Ž oc, Kokia oro temperatūra buvo birželio 1 dieną? 


$ 2. GEOMETRINĖ PROGRESIJA 


Apibrėžimas. Skaičių seka, kurios pirmasis narys nelygus 
nuliui, o kiekvienas narys, pradedant antruoju, lygus prieš jį esan- 
čiam nariui, padaugintam iš to paties nelygaus nuliui skaičiaus, 
vadinama geometrine progresija. 

Taigi, kai bi; bo; bs; ...; br; ... yra geometrinė progresija, tai 
pagal apibrėžimą 

ba $ bi=b; > b;=. á „=bp R bx-1=. . e 


Sis pastovus skaičius vadinamas geometrinės progresijos vardik- 
liu ir žymimas raide q. 

Iš geometrinės progresijos apibrėžimo išplaukia, kad seka, api- 

brėžta rekurentine formule b,=b,-_,q, yra geometrinė progresija. 

Geometrinės progresijos bendrasis narys išreiškiamas formule 

by big, (5) 


o jos n pirmųjų narių suma — formulėmis: 
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b.g—-b; 
S,= “galo , (6) 
Sam "CD (9%1). (7) 


Geometrinė progresija vadinama didėjančia, kai |g|>1, ma- 
žėjančia, kai |g|<!. 

Jei by a, bk, Dry1 — trys vienas po kito einantys geometrinės. 
progresijos teigiamieji nariai, tai iš apibrėžimo gauname: 


br bkn 
bri bk ^7 
b, — V bai > bana. (8) 


Bet kuris geometrinės progresijos (kurios nariai teigiami) na- 
rys lygus šalia jo esančių narių geometriniam vidurkiui. 

Teisingas ir atvirkščias teiginys: jei sekos su teigiamais na- 
riais bet kuris narys lygus gretimų narių geometriniam vidurkiui, 
tai seka yra geometrinė progresija. 

Geometrinė progresija, kaip ir aritmetinė, turi tokią savybę: 
vienodai nutolusių nuo jos pradžios ir galo narių sandaugos yra 
lygios. Iš tikrųjų, 


bib. mbi bi qnoi =b Fige, 
bo - bauu=614 è biıqr-2= 1 ga ir t.t. 


1 pavyzdys. Su kuriomis vardiklio reikšmėmis trys gre- 
timi didėjančios geometrinės progresijos nariai gali būti trikampio 
kraštinių ilgiai? - 

Sprendimas. Pažymėkime pirmąjį narį b, vardiklį q, tuo- 
met likusieji nariai bus bq ir bg?. Be to, visi šie skaičiai b, bg 
ir bg? yra teigiami, nes išreiškia ilgį. 

Žinome, kad trys atkarpos sudaro trikampį tada ir tik tada, 
kai kiekvienos atkarpos ilgis mažesnis už kitų dviejų atkarpų ilgių 
sumą. Norint išsiaiškinti, ar taip yra, užtenka įsitikinti, kad šį 
reikalavimą tenkina ilgiausios atkarpos ilgis. Kadangi 4>1, tai 
didžiausias skaičius yra bq?. Tuomet turi būti 


b+bg>bg?. 


Kadangi b>0, tai, padalije abi šios nelygybės puses iš b, gau- 
name: 
q?—q—1<0; 


iš čia qe ¡[ES V5+1 ¡El i Galutinai g=]1; LEES 


2 | , nes q>1. 


2 pavyzdys. Tarkime, kad xi, x» — lygties x?—3x--A-0 
šaknys, o xs, x4 — lygties x2—12x4+B=0 šaknys. Raskite A ir B, 
kai skaičiai xi, xs, xs, x, sudaro didėjančią geometrinę progresiją. 
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Sprendimas. Pritaikę abiem kvadratinėms lygtims Vijetos 
teoremą, gauname sistemą 
d 
X] * X2— 4, 
Xa -X,—12, (9) 
X3* X4— B. 
Skaičiai xi, xo, x3 ir x4 sudaro geometrinę progresija, todėl 
X1X47— X2X3. (10) 
Iš (9) sistemos pirmos ir trečios lygties turime x5—3-— xi, 
x1=12—x3. Įrašę šias lygybes į (10) lygtį, gauname: 
x(12— x3) = (3— x1) x3; 
iš čia x3=4x¡. Taigi A=x¡x=x1(3—x1), B=x3x4=X3(12—x3) = 
—4x;(12—4x)) 216x1(3— xı). Iš lygybių 
Xi (3— xi) =A ir 16x, (3—x1)) =B 
išplaukia, kad B=164. 
Pažymėkime geometrinės progresijos Xj; xo; Xs; x, vardiklj 
4>1. Tuomet 
Á=X¡xX29=X] + x1G=Xi q, (11) 
B= 164A = x3x4=x,19? xiq— x1 Q5. (12) 


Padaliję (12) iš (11), gauname: 
16=4*, t. y. q=2. 


Taigi xo— 2x, xs— 4x1, x1=8x1. Iš lygybės nd išplaukia, kad 
x. +2x,=3, x,=1. Todėl x2=2, x3=4, x4=8 ir A—xix;-2, B= 
cx = 32. 

Atsakymas. A=2, B=32. 


Pratimai 


425. 1) Apskaičiuokite geometrinės progresijos dešimties narių 
sumą, kai 5,—3, g=2. 
2) Raskite geometrinės progresijos vardiklį ir apskaičiuokite 
septynių narių sumą, kai b,=36, b;= a 


3) Apskaičiuokite bı ir b;, kai S;=2 186, g=3. 
4) Raskite geometrinės progresijos vérdiblt kai b,=1, n—3, 
S;= 157. 

426. Stačiojo trikampio kraštinės sudaro geometrinę progresiją. 
Apskaičiuokite jo smailiųjų kampų tangentus. 

427. Raskite geometrinės progresijos bı; bo; ba narį ba, kai b,+ 
+b3=9, b,-q=2,75. 

428. Raskite keturis teigiamus skaičius, sudarančius geometrinę 
progresiją, kurios pirmųjų dviejų narių suma lygi 15 ir pas- 
_kutiniy dviejų 60. 
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429. Raskite geometrinės progresijos 3; 6; 12; ... narių skaičių n, 
kai S, = 189. 

430. Raskite tris skaičius, sudarančius didėjančią geometrinę prog- 
resiją, jei jų suma yra 26, o jų kvadratų suma 364. 

431. Įrodykite, kad skaičiai a, b ir c, sudarantys geometrinę prog- 
resiją, tinka lygybei a?b?c? (itita) — a4 b3-4- c3. 

432. Pirmojo ir trečiojo geometrinės progresijos nario suma ly- 
gi 40, o antrojo ir ketvirtojo 80. Raskite pirmąjį progresijos 
narį ir vardiklį. 

433. Trys broliai, kurių amžius sudaro geometrinę progresiją, da- 
lijasi tam tikrą pinigų sumą tiesiog proporcingai amžiui. Jei 
jie taip darytų po trijų metų, kai jauniausiasis bus du kartus. 
jaunesnis už vyriausiąjį, tai jauniausiajam tektų 105 rub. dau- 
giau, o viduriniajam 15 rub. daugiau negu tenka dabar. Koks. 
brolių amžius? 

434. Išspręskite lygčių sistemą 

a i 
xyz=8, 


kai skaičiai log, x, log; y, log. z sudaro geometrinę progre- 
siją. 


§ 3. NYKSTAMAI MAŽĖJANTI GEOMETRINĖ PROGRESIJA 


l apibrėžimas. Jei begalinė skaičių seka (bn) yra geo- 
metrinė progresija, kurios vardiklis q, be to, |g|<1 ir b,+0, tai 
ši progresija vadinama nykstamai mažėjančia. 

2 apibrėžimas. Nykstamai mažėjančios geometrinės prog- 
resijos suma S vadinama tos progresijos pirmųjų n narių sumos 
riba, kai n neaprėžtai didėja. Taigi 


S=lim S,; 
n= æ 
: bi(1-q") _ bi bi " 
čia S,-— 1-3 3 123 q^. 


Išreiškę pirmųjų n narių sumą dviejų dėmenų suma, matome, 

kad pirmasis dėmuo yra pastovus, o antrojo dėmens daugiklis gr 

(Ig| 1), neaprėžtai didėjant n, gali pasidaryti kiek norima ma- 
1 


zas, t. y. q” >0, kai n — oo. Kadangi SEE — pastovus skaičius, 


tai ir 90, kai n — oo. Tuomet 
lim S,= 2. Iš čia 
n-oo 1—3 
A A 
S= pen (18) 
Sia formulę galime pritaikyti, norėdami periodinę trupmena 
išreikšti paprastąja. 
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1 pavyzdys. Trupmeną 0,(5) išreikškite paprastąja. 
Sprendimas. 0,(5)=0,555...=0,5+0,05+0,005+... 
Gautąją sumą galima apskaičiuoti pagal (13) formulę. Čia 
q=0,1, b,=0,5. Taigi 
0, j 5 
0,(5) = 1-01 09 9 . 
2 pavyzdys. Trupmeną 6,(13) išreikškite paprastąja. 
Sprendimas. 6,(13)= 6,131313... =6 + 0,13 + 0,0013 + 
üid 88 a 
+0,000013+...=6+ ¡001 =6+ 0.99 IL 
3 pavyzdys. Trupmeną 0,2(4) išreikškite paprastąja. 
Sprendimas. 0,2(4) —0,2444. ..=0,2+0,04 4+0,004 4+0,0004 + 


| 
o 


_£ 004 _ 2, 4_29+4_2 œ, ; : 
+= tan Pim C Sia trupmeną galima pa 
Šis im 24-2 
rašyti kaip Nox 
TUE ..24—2 11 
Galutinai 0,2 (4) = 0 7 5' A 


4 pavyzdys. Trupmena 0,4(56) išreikškite paprastąja. 
Sprendimas. 0,4(56) —0,4565656. . .—0,44-0,056 4- 0,00056 + 
+0,0000056+. ..— 5-150. —. t 0-1 


de00l 996 990 990“ 
Šią trupmeną galima parašyti kaip a 


- 456—4 _ 452 996 
Galutinai 0,4 (56) = -0 = 990 ^ 495 . 

Taigi, keisdami periodines trupmenas paprastosiomis, turime 
taikyti Sias dvi taisykles. 

1 taisyklė. Grynoji periodinė trupmena lygi tokiai papras- 
tajai trupmenai, kurios skaitiklis lygus periodui, o vardiklis — 
skaičiui, turinčiam tiek devynetų, kiek periode yra skaitmenų. 

2 taisyklė. Mišrioji periodinė trupmena lygi tokiai papras- 
tajai trupmenai, kurios skaitiklyje parašytas skaičiaus tarp kab- 
lelio ir antrojo periodo ir skaičiaus tarp kablelio ir pirmojo perio- 
do skirtumas, o vardiklyje — skaičius, turintis tiek devynetų, kiek 
skaitmenų yra periode, ir tiek nulių, kiek skaitmenų yra tarp kab- 
lelio ir pirmojo periodo. 

5 pavyzdys. Parašykite nykstamai mažėjančią geometrinę 
progresiją, kurios suma yra 2 kartus didesnė už n pirmųjų jos 
narių sumą. 

Sprendimas. Pažymėkime pirmąjį progresijos narį b, var- 
diklį g (|g|<1). Tuomet pagal sąlygą galime sudaryti lygtį 

b — 9b(1—q^) 


| Iš čia 
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Kai n — nelyginis skaičius, ši lygtis turi vieną šaknį q= Vi , kai 
2 
n — lyginis,— dvi šaknis q= + Vi A 
Pirmojo nario b rasti neįmanoma, nes trūksta duomenų. Vadi- 
nasi, pirmuoju nariu gali būti bet koks skaičius. Uždavinys įdomus 
tuo, kad neturi vienareikšmio atsakymo. 


Pratimai 


435. Apskaičiuokite nykstamai mažėjančios geometrinės progresi- 


jos sumą: 
ETEN i4. -z: 
1) gige 2) E 3" , 27^ 
8 yx Ew E 15.55. 
3) Vi, 2i5V 7: 0V5 Vas. 
p LL. asas da dl, 


y 2-1” 2-y2'2" 
436. 1) Raskite nykstamai mažėjančios geometrinės progresijos, 
kurios vardiklis 0,4, o suma 332, ketvirtąjį narį. 


2) Nykstamai mažėjančios geometrinės progresijos suma 12,5, 
o pirmojo ir antrojo nario suma 12. Parašykite tą progre- 


siją. | 

437. Periodines trupmenas išreikškite paprastosiomis: 
1) 0,444... 2) 0,232323... 3) 13,(6); 4) 7,(225); 
5) 3,2(45); 6) 0,4(35); 7) 0,13888... 8) 4,52(37). 


438. Nykstamai mažėjančios geometrinės progresijos kiekvienas 
narys k kartų didesnis už visų po jo einančių narių sumą. 
Kam lygus progresijos vardiklis? 

439. Į kvadratą, kurio kraštinės ilgis a, dalijant jo kraštines pu- 
siau, įbrėžtas kitas kvadratas; į pastarąjį tokiu pat būdu 
įbrėžtas naujas kvadratas ir t.t. Raskite ribas, prie kurių 
artėja visų kvadratų perimetrų ir plotų sumos. 

440. Nykstamai mažėjančios geometrinės progresijos suma 9, 
o jos narių kvadratų suma 40,5. Parašykite progresiją. 
441. Nykstamai  mažėjančios geometrinės progresijos suma 2, 

o jos narių kubų suma 24. Parašykite progresiją. 
442. Nykstamai mažėjančios geometrinės progresijos pirmasis na- 


rys a. Kiekvienas kitas narys 25 karto mažesnis už jam gre- 
timų narių sumą. Apskaičiuokite tos progresijos sumą. 
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& 4. ĮVAIRŪS PROGRESIJU UZDAVINIAI 


1 pavyzdys. Trijų skaičių, sudarančių didėjančią geomet- 
rinę progresiją, suma lygi 91. Prie tų skaičių pridėję atitinkamai 
25, 27 ir 1, gautume tris skaičius, sudarančius aritmetinę progresi- 
ją. Raskite duotuosius skaičius. 

Sprendimas. Pažymėję nežinomus skaičius bı, big ir biq?, 
galime parašyti lygtį: 


b,+-6i44+6192=91. 


Iš sąlygos žinome, kad skaičiai b,4+25, b1g4+27 ir b,q?--l su- 
daro aritmeting progresiją, todėl b19+27=5 (bi--25-- big? 1). 
Sprendžiame sistemą: 

b(1+9+47) =91, A 
2b19+54=b,+b,9?+26 
I+g+g? — 13 
b(ltqté)-9L .|1 53-34: 
| b (1—29-1.92) =28 bi(1—2q9-- $2) =28. 


Pirmoji lygtis turi du sprendinius q,=3 ir = + . Sprendinys 
4-3 netinka, nes progresija yra didėjanti. Taigi ieškomosios 
progresijos vardiklis g=3. Nesunkiai apskaičiuojame, kad b,= 7. 

Atsakymas. 7; 21; 63. 

2 pavyzdys. Kai aritmetinės progresijos nariai ar, Qi Am, 
a, sudaro geometrinę progresiją, tai skaičiai &—/, |[— m, m-n irgi 
sudaro geometrinę progresiją. Įrodykite. k | E 

Sprendimas. Pažymėkime duotosios progresijos pirmąjį na- 
rj a,, jos skirtumą d. Tuomet 

Q4 — 0, - d (k — 1), a;—a, t d(l—1); 
iš čia 
a;—- a, =d(1—1) -d(k—1) =d(!—1—k+1) =d(1=k). (14) 
Analogiškai į 
à, —a,d(m—l), a, —a,-—d(n—m). (15) 

Kadangi duotoji progresija kartu yra ir geometriné progresija, 

tai 


a= V aram, Am= V tian, Akan = dim. (16) 


Iš (14) ir (15) lygybių gauname: 


Qm —ai Qn—üm 


Q1— ar Lt 
poder > m-l= UA a 


Turėdami galvoje (16) lygybes, apskaičiuojame sandaugą 
(&—1) (m—n) = (l-k) (n-m) = (aimi) (Ga 6m) ^ 
= A 0, — Qm — Uk An d- Ok in EA A 72010 m d, | 
A eS E 


= em ca L (m D: (Im). 


I$ gautosios sąlygos (/—m)?-— (k—lI) (m—n) išplaukia, kad 
skaičiai kR—l, !—m, m—n sudaro geometrinę progresiją. 


Pratimai 


443. Aritmetinės progresijos trečiasis narys yra 35, o penktasis. 
narys 55. Iš kurio skaičiaus reikia padalyti tos progresijos. 
penkių narių sumą, kad dalmuo būtų 7 vienetais mažesnis už 
daliklį, o liekana lygi pusei dalmens? 

444. Įrodykite, kad trys skirtingi skaičiai negali tuo pačiu metu 
sudaryti aritmetinės ir geometrinės progresijos. 

445. Trys skaičiai sudaro geometrinę progresiją. Antrąjį skaičių: 
padidinus 8 vienetais, progresija virsta aritmetine, o trečiąjį. 
jos narį po to padidinus 64 vienetais, ji vėl tampa geometrine. 
Raskite tuos skaičius, 

446. Apskaičiuokite aritmetinės progresijos pirmųjų dešimties na- 
rig suma, kai as + 494015 + a15— 20. 

447. Parašykite aritmetinę progresiją, kurios suma, kad ir kiek 
narių imtume, pradedant pirmuoju, yra keturis kartus dides- 
nė už narių skaičiaus kvadratą. 

448. Pirmųjų trijų geometrinės progresijos narių suma lygi 3,5.. 
Tų narių kvadratų suma 5,25. Raskite progresijos pirmąjį 
narį ir vardiklį. 

449. Iš natūrinių skaičių sudaromos grupės (1), (2; 3; 4), (5; 6; 
7; 8; 9), (10; 11; 12; 13; 14; 15; 16), ... , kurių kiekviena 
baigiasi eilės numerio kvadratu. Apskaičiuokite &-tosios gru- 
pės narių sumą. 

450. Aritmetinės progresijos, susidedančios iš keturių sveikųjų 
skaičių, didžiausias narys lygus kitų narių kvadratų sumai. 
Raskite tos aritmetinės progresijos narius. 

451. Kai di, d», ds, ... , An sudaro aritmetine progresiją, kurios. 
skirtumas lygus d, tai 
eeu MIENNE RIEN l | Vara 
Va+ Và a+ Va T anat ia i i 
Įrodykite. 

452. Kai nuliui nelygūs skaičiai aj, 09, as, ... 
tine progresiją, tai 

MA AŽ ! iie 


Q;09 303 Q34 Ru n 105 Ga. 


Įrodykite. 


„a, sudaro aritme- 
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453. 


494. 


455. 


456. 


497. 


458. 


459. 


460. 


461. 


462. 


463. 
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Geometrinės progresijos nariai yra realieji skaičiai. Pirmųjų 
trijų jos narių suma lygi 7, o sandauga 8. Parašykite tą 
progresiją. 

Geometrinę progresiją sudaro septyni nariai. Pirmųjų trijų 
narių suma lygi 0,875, o paskutiniųjų trijų 14. Raskite tą 
progresiją. 

Aritmetinės progresijos pirmasis narys, skirtumas ir narių 
skaičius yra kvadratinio trinario dx?+a,x+n koeficientai. Sis 
trinaris turi šaknį x=6. Taške x=4 jis įgyja mažiausią reikš- 
me, lygią —8. Apskaičiuokite progresijos pirmųjų n narių 
sumą. 

Raskite geometrinės progresijos ketvirtąjį narį, kai pirmųjų 
trijų nelyginių narių suma lygi 84, o pirmųjų trijų lyginių 
narių suma lygi 168. 

Aritmetinės progresijos pirmųjų penkių narių suma lygi se- 


kančių penkių narių sumos 2. Pirmasis progresijos narys 


yra 2. Raskite visų dešimties jos narių sumą. 

Trys teigiamieji skaičiai sudaro geometrinę progresiją, ku- 
rios pirmojo ir trečiojo nario sandauga lygi 36. Kiek narių 
turi aritmetinė progresija, kurios pirmasis narys lygus duo- 
tosios geometrinės progresijos antrajam nariui, skirtumas 4, 
o visų narių suma 510? 


Keturi skaičiai sudaro aritmetinę progresiją. Prie trečiojo 
skaičiaus pridėjus 4, o prie ketvirtojo 16, gautieji keturi skai- 
čiai sudarytų geometrinę progresiją. Raskite skaičius, suda- 
rančius aritmetinę progresiją. 

Kiek reikia paimti aritmetinės progresijos 100; 96; 92; ... 
narių, kad jų suma būtų lygi nykstamai mažėjančios geomet- 
rimés progresijos narių sumai, kai žinoma, kad pirmieji du 
jos nariai atitinkamai lygūs duotosios aritmetinės progresi- 
jos aštuntajam ir devintajam nariui? 


Trys skaičiai, sudarantys geometrinę progresiją, kartu yra 
pirmasis, ketvirtasis ir dvidešimt penktasis aritmetinės prog- 
resijos nariai. Raskite tuos skaičius, kai jų suma lygi 114. 


Aritmetinės progresijos pirmasis narys lygus 1, o pirmųjų 
septynių narių suma 2555. Geometrinės progresijos pirmasis 
ir septintasis narys sutampa su aritmetinės progresijos ati- 
tinkamais nariais. Kam lygus vidurinysis geometrinės prog- 
resijos narys? 

Aritmetinės progresijos pirmųjų dešimties narių suma lygi 
155, o geometrinės progresijos pirmųjų dviejų narių suma 
lygi 9. Aritmetinės progresijos pirmasis narys lygus geomet- 
rinės progresijos vardikliui, o geometrinės progresijos pirma- 
sis narys — aritmetinės progresijos skirtumui. Parašykite šias 
progresijas. 


Ld 


464. 


465. 


466. 


467. 


468. 


469. 
470. 


471. 


472. 


473. 


Apskaičiuokite reiškinių reikšmes: 


1) 4Y 3:8) (/3(V3-2) - 2434 


V3 V3 


L 
2) V 3 V le VsVsys. 
Išspręskite lygtis: 
D 24-4245... 
3) V zx... 


Tarkime, kad bi, b», ba — trys gretimi geometrinės progresijos 
nariai, q — tos progresijos vardiklis. Su kuriomis q reikšmė- 
mis teisinga nelygybė b;>46;— 3612 

Daugianario axt+bx34+4x2+dx+1 koeficientai a, b, 4 sudaro 
geometrinę progresiją, o 4, a, b — aritmetinę progresiją. 
Daugianaris dalijasi be liekanos iš 1+x+x? Raskite dal- 
menį. 

Geometrinės progresijos pirmųjų trijų narių suma lygi 7, o 
tų narių sandauga 8. Parašykite šią progresiją. 

Aritmetinės progresijos pirmųjų n narių suma S, penkis kar- 
tus didesnė už n?. Raskite šią progresiją. 

Apskaičiuokite šias sumas: 


1) (x+ L(+ i)- sa T (i i): 
2) x+2x2+3x8+ ...+nx7; 
3) 14 11+111+...+111...1; 


— 
n 


E) TTT usce TEL T. 
n 


Geometrinė progresija turi 1 000 narių. Narių, esančių nely- 
ginėse vietose, suma lygi Si, o narių, kurių numeriai lyginiai, 
suma lygi Ss. Apskaičiuokite progresijos vardiklį. 

Duotos dvi progresijos: aritmetinė ai; a»; ... ; An; ... ir ge- 
ometriné bi; ba; ...; ba; ..., kurių a=b, ir a,b. Abi jos 
yra didėjančios, o jų nariai teigiami. Įrodykite, kad visi arit- 
metinės progresijos nariai, pradedant az, yra mažesni už ati- 
tinkamus geometrinės progresijos narius. 

Nykstamai mažėjančios geometrinės progresijos narių suma 
lygi funkcijos f(x) —x*--3x—9 didžiausiai reikšmei atkarpoje 
[—2; 3]. Pirmojo ir antrojo progresijos nario skirtumas ly- 
gus )"(0). Aritmetinės progresijos skirtumas lygus nykstamai 
mažėjančios geometrinės progresijos vardikliui, o trečiasis 


narys — funkcijos F(x) = fe — 6t + 8)dt reikšmei, kurią 
—2 
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474. 
475. 
476. 


477. 


478. 


479. 


ji įgyja kritiniame taške, priklausančiame atkarpai [—2; 3]. 
Raskite aritmetinės progresijos pirmąjį narį. 


Įrodykite, kad V 111...1—229...2—333...3, kai skaitmuo 1- 


pasikartoja 2n kartų, o skaitmenys 2 ir 3 — tik po n kartų. 
Kai skaičiai logxx, logmx, lognx (x1) sudaro aritmetinę 
progresiją, tai n?— (kn) 084 m. Įrodykite. l p 
Aritmetinės progresijos pirmųjų n narių suma lygi tos pačios 
progresijos sekančių n narių sumos pusei. Apskaičiuokite san- 
tyki San : Sn. 
Daata y aritmetinių progresijų, kurių kiekviena turi n narių. 
Jų pirmieji nariai atitinkamai lygūs 1, 2, 3, eee PO skirtumai 
, 9, 9, ..., 2p— 1. Apskaičiuokite progresijy visų narių suma. 
Geometrinės progresijos pirmųjų 18 narių suma A vienetų 
didesnė už pirmųjų 10 narių sumą. Pirmųjų 7 narių suma, 
sudėta su skaičiumi B, lygi pirmųjų 15 narių sumai. Raskite 
tos progresijos vardiklį. | l | l 
Kai Sn yra geometrinės progresijos pirmųjų n narių suma, 
tai Sn (San — 524) = (Son —Sn)?. Įrodykite. 


V SKYRIUS. RODIKLINĖS BEI LOGARITMINĖS 
LYGTYS IR NELYGYBĖS 


S 1. RODIKLINĖ FUNKCIJA 


Apibrėžimas. Funkcija y=a*, kai a>0 ir a>-1, vadinama 
rodikline. Skaičius a yra rodiklinės funkcijos pagrindas. 

Pagrindinės savybės: 

1. Funkcijos apibrėžimo sritis yra aibė R. 

2. Funkcijos reikšmių aibė — intervalas |0; oo [. 

3. Kai a>1, funkcija yra didėjanti (20 pav., a). 

4. Kai 0<a<1, funkcija yra mažėjanti (20 pav., b). 


Pratimai 

480. Nubraižykite funkcijų grafikus: 
1) y=3% 2) y-3-5 3) y=($): 4) = ($Ù; 
5) y=—2%; 6) y=- (5): T) ge 


$ 2. LOGARITMO APIBRĖŽIMAS 


Apibrėžimas. Skaičiaus logaritmu duotuoju pagrindu va- 
dinamas laipsnio, kuriuo reikia pakelti pagrindą, kad gautume 
duotąjį skaičių, rodiklis. 


Skaičiaus N logaritmas pagrindu a žymimas log,N. Iš šio api- 
brėžimo matyti: ; 
jei a^— N, tai logaN =k; 
čia a>0, al, N>0. 
Iš logaritmo apibrėžimo taip pat išplaukia tapatybė 


Q1og, N =N. 


Logaritmas, kurio pagrindas lygus 10, vadinamas dešimtainiu 
logaritmu ir žymimas simboliu lg: 
logi, N=1g N. 


Logaritmas, kurio pagrindas yra skaičius e—2,71828... (žr. 
IX skyrių, $ 9), vadinamas natūriniu logaritmu ir žymimas sim- 
boliu In: 

logeN —1n N. 


1 pavyzdys. Duota log,2 V 2—x. Raskite x. 
Sprendimas. Taikydami logaritmo apibrėžimą, duotąjį reiš- 
kinį parašome taip: 


e 


= 3 
4:—9 V 2; iš čia 92*=27 2x— y r= 


|o 


2 pavyzdys. Raskite x, kai log.21/3- 7. 
Sprendimas. Sprendziame analogiškai, kaip ir 1 pavyzdį: 
x! =2 3, iš čia x=(2/3)%=8:3=9. 
3 pavyzdys. Apskaičiuokite 
610gs12—1 — 3 I—1o0g9 | 
Sprendimas. Pertvarkome reiškinį ir pritaikome formulę 


alga N= N: 
6 102,12 3 


6/0g,12—1 — 3!—10g,9 = 610412 +6-1—31. 31029 = c d dio = 
REA A 
6 9 3" 


Pratimai 
Raskite x: 
481. 1) log, x2 —l; 2) logox—-5; 3) log, x=4. 
l 1 
482. 1) log,ygz x- —2; 2) y m B 3) logoosX — — 3 - 
Va 
483. 1) log, 0,125=-—2; 2) log, 5 27 —--—X, 3) log, 377 —x. 
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484. 1) log,ygsx— —0,(6); 2) log „+= $; 3) log:5/5=0,(3). 
; V 
Apskaičiuokite: 
— 3 ne 
485. 1) 2logs25+3log; 5 2/2 — 2) logs logs Y i3; 


3) log; logo V i3; 4) logs log» log2256. 


486. 1) 3logs9+2; 9) 28-log:10; 
log22 10-1 L ss 
3) 24 A S 4) o7? £3 : 
q Mas 477 "iN 
487. 1) 100! dud r, 2) 10- 109! ° em. 
3) Y 102g 15. 4) 49^! 16642 og, 


§ 3. LOGARITMINĖ FUNKCIJA 


Iš lygybės y=a*, pritaike logaritmo apibrėžimą, gauname: 
x=log.y (a0, az£1). 


Cia y — argumentas, x — funkcija, a — logaritmo pagrindas. Pa- 
žymėję, kaip įprasta, argumentą raide x, o funkciją — raide y, 
turime: 

y=logex. 


Si funkcija vadinama logaritmine. 

Iš to, kaip ją sukonstravome, aišku, kad logaritminė funkcija 
yra atvirkštinė rodiklinei. Todėl jų grafikai simetriški tiesės y=x 
atžvilgiu (21 pav.). 

Pagrindinės savybės: 


y=10* 


21 pav. 22 pav. 


1. Logaritminės funkcijos apibrėžimo sritis ]0; oo [. 

2. Logaritminės funkcijos reikšmių aibė yra R. 

3. Kai x=1, logaritminės funkcijos reikšmė lygi nuliui: log, 1= 

- =0 ; 

4. Kai x=a, logaritminės funkcijos reikšmė lygi vienetui: 

logaa=1. 

9. Kai a>1, logaritminė funkcija yra didėjanti, kai 0<a<1 — 

: mažėjanti. 


Visas šias savybes labai vaizdžiai atspindi logaritminės funk- 
cijos grafikai (21, 22 pav.). 


Pratimai 

488. Nubraižykite funkcijų gralikus: 
1) y=1logyx; 2) y=logux; 3) y=log,x; 
4) y=logo|x|; 5) y= ¡logex|; 6) y= —log x. 
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§ 4. LOGARITMAVIMAS IR ANTILOGARITMAVIMAS 


Logaritmavimu vadinamas veiksmas, kuri atliekant randami 
reiškinių logaritmai. Reiškiniai logaritmuojami, remiantis pagrin- 
ai logaritmų savybėmis: 

usd e Ns) =log.N, +l0ga No (N40, N50). 

2. log, y — loge Ns — logaN; (N10, N2>0). 

3. log, N"—nlog,N (N>0). 

4. loga V N= + logaN (N20). 


Taikant šias savybes, galima logaritmuoti bet kurį reiškinį, 
kurio nariai susieti daugybos, dalybos, kėlimo laipsniu ir šaknies 
traukimo veiksmais. Reikia atsiminti, kad sumos ir skirtumo išlo- 
caritmuoti negalima. 

Veiksmas, atvirkščias logaritmavimui, vadinamas antilogarit- 
mavimu (potencijavimu). Antilogaritmuodami reiškinio logarit- 
ma, randame reiškinį. 


| pavyzdys. Raskite reiškinio x= uns loga- 
ritma. 
„Sprendimas. lgx = gp = lg 5a?b — Ig 10165 = lg 5+ 


+lg a?+ lg b— (lg 10+1g x-lgc?) 21g5--21ga-clg6—1—1g ax— 
—5lgc. 


t / Dei 3 E - . . 
2 pavyzdys. Raskite reiškinio x= œe? pire natürinj 
logaritmą. 
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Sprendimas. Inx=1!n e? | In e?4- t X 
xin! 2 sint x Det fis V 24- In sin? x—1In(a—5)5) 224. 2 X 
!^(a - by 4! 2 4 


X (5 In 2+3 In sin x—5 In(a—b)). 
3 pavyzdys. Raskite x, kai lg x=2+2 lg 5— 5 lg 125, 
Sprendimas. lgx=lg 1004 lg 52—lg 1125, Igx= 


100.25 
= sd 500. 


4 pavyzdys. Lo x, kai 


logas =34 L (loga7+ $ 10g55—4 10852). 
Sprendimas. logsx—log327 + E logs —— , 
log3x=1l0g327 pus d 


Pratimai 


Reiškinius išlogaritmuokite bet kuriuo pagrindu a0, az&1: 


489. 1) x= IEC, 2) x—5a V ab”. 
EN UE rr purs 
490. 1) x=5p jp e i 2) y= y [s a ) : 


491. Apskaičiuokite reiškinių dešimtainius logaritmus: 


1/10 j 106 
1000-1g2 | 


x 


qc Rd 
1) x= V 100 2 2) x= 


492. Raskite sp dde natürinius logaritmus: 


"i a CT OUN 
E o. +sinu)? * V Veiat-1) * 


Raskite x, kai zinomas jo logaritmas: 
493. 1) logsx —2 loga +3 logob — 5 logac; 
2) logax=3 logs (a+b) — y logs(a— b) — 2. 
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494. 1) logax=5+ L (log; (1-3) + $ logs (m—n) —logan—1); 
2) logit= Ž(1+ $ log (4+1) —2 logi (k—1))—4 logal. 


495. 1) Igx= +1g 1642(1—1g8) — 1; 
2) lgx=m+ + (21ga—81g b) —3 Ig (a?—b?). 


496. 1) Inx=a+1+ y (2 In a— 7 Inb); 


1 1 3 
2) Inx= ;1—30 Ina— In 6 Ji 


§ 5. RODIKLINĖS LYGTYS 


Lygtys, kurių kintamieji yra laipsnių rodikliuose, vadinamos 
rodiklinėmis. Pagrindiniai rodiklinių lygčių sprendimo būdai yra 
šie: pagrindų vienodinimas, logaritmavimas, bendro daugiklio kė- 
limas už skliaustų, rodiklinės lygties keitimas kvadratine lygtimi. 

1 pavyzdys. Išspreskite lygtį 

0,2%'—16x+437,5 = 5 Te 5. 


Sprendimas. Suvienodiname pagrindus: 
( l IRSE 


3 3 
z =53, 5-x+l6x—37,5—5? . 


Pritaikę savybę — jei pagrindai yra lygūs (be to, nelygūs I), 
tai ir laipsnių rodikliai lygūs — rašome: 


+ 18x— 37,52 2, arba x?— 16x 4- 39— 0; 


iš čia x,=3, x2=13. 
Atsakymas. (3; 13). 
2 pavyzdys. Išspręskite lygtį 30*= Q^ . 
Sprendimas. Abi lygties puses logaritmuojame pagrin- 
du 10: x1g30= (++1)lg 4, xlg30— —xlg4-lg4; iš čia x= 


md ccs. 
== 1g30+lg4 " 


P CL MEC NM | 
gogi 70,28% /. 


3 pavyzdys. Išspręskite lygtį 


Atsakymas. | 


EN o L x-6— 
(5) 6-9 3 4-2.3:-5—99. 
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Spren dimas. Lyplj sprendžiame taip: 
326.3" 142.3 0-9!) 
àx-6(31—6 . 374-2) 20, 
3*-6(81- 544.2) - 20, 20 3* *— 29, 
gx-6m |, 3* "— JU. xy 6 (0, x=06. 

Atsakymas. (6). 

4 pavyzdys. Išspręskite lygtį 

x _— X= 
3y 81-10y/9+3=0. 


Sprendimas. Perlvarkome lygtį: 
2 T 
3-9* —10.9* +3=0. 


1 
Pažymėję 9* raide z, turime kvadratinę lygtį 322— 102+3=0, 
kurios šaknys yra 2-5. 22=3. Vadinasi, jeigu duotoji lygtis turi 


šaknis, lai jos linka lygtims 


Siy lygčių sprendiniai yra —2 ir 2. Reikšmė x= —2 pradinei lyg- 
1 


čiai netinka, nes pagal apibrėžimą Y a=a* ir būtinai xeN. 
Atsakymas. (2). 
Sudėlingesnės rodiklinės lygtys yra tos, kuriose būna funkci- 
ja ((x))». Si funkcija apibrėžta, kai f(x) >0. Sprendžiant tokias 
lygtis, reikia remtis šiais teiginiais: 


[go 
D) (= 1 F(x) >0; 
iq 
xeD(g). 
ra g(x) -h(x), 
f(x) >0, 
F(x) #1; 


2) (G) (F(x) ) oe 
| f(x) =1, 
lxeD(2)N D(k); 
[gs =0, 


g(x) >0, 
h(x) >0. 


Simboliu D pažymėta funkcijos apibrėžimo sritis. 
:5 pavyzdys. Išspręskite lygtį 


(x-2)4x+H= 1, 


7. Matematika 97 


Sprendimas. Ši lygtis ekvivalenti tokiai sistemų visumai: 


| x2—4x+5=0, 
|x—220; 


| x—221, 
x — bet kuris skaičius. 


Pirmoji sistema nesuderinta, nes lygtis x2—4x4+5=0 realiųjų 
skaičių aibėje šaknų neturi. Iš antrosios sistemos gauname x=3. 
Atsakymas. (3). 
6 pavyzdys. Išspręskite lygtį 
i pA, 
Sprendimas. Lygtis ekvivalenti sistemų visumai 


x>0, 
[3-5 
xl; 


X21, 
pn. — bet kuris skaicius; 


x=0, 
| (7350. 

Iš pirmosios sistemos gauname x=2, nes tuomet teisingos ir 
kitos dvi sąlygos: x>0 ir x1. Iš antrosios sistemos išplaukia, 
kad x=1, o iš trečiosios x=0. 

Atsakymas. 10; 1; 2). 


"Pratimai 


Išspręskite lygtis: 
1 


497. 1) 4397+22 = 28-2; 2) Mar A. 
540689 64. 1 saio 
498. 1) (4) =>: 2) = y 9ix-1—97 3, 
ERAS 2) 9 Vx—6*x 0 05-4, 


A 
499. 1) VOI (12); 


s00. 1) Y art, — 0» 16 V 025 421, 


SP o UR paa 0 pe 
501. 1) V Y 3/27 TO; 
9) gie =2x+8. 33x; 3) VB : MUS : "y 93- 1. 


x—2 
502. 1) 12871. V 2= (4) «tr, 


2) (2/B+3/3+6Y L =V $95, 
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503. 


+ 504. 


505. 
506. 
507. 


508. 


509. 


510. 


511. 


512. 


513. 


514, 


516. 


3) 4x — 3x- d 23x43 — 0921-10 
4) 9x— 9241 = 2r — 3241, 
pm „kuriomis p reikšmėmis šios lygtys turi tik vieną spren- 
inj: 
1 
1) 16x?4- (o5** o4) x+1=0; 
r 
2) (44. 45? 40) 9 0? 
ISspreskite lygtis: 
1) 55212; 
3) 20*= (17; 


2) 10%=5,75; 
4) DBu2=503, 


Išspręskite lygtis: 
1) 5*t! —5z-1— 94. 2) 2.5*-—43.5:-1—875-—0. 
1) 7324-2. 7:-1— 345; 2) 32-1.L 322-2 — 32x-4— 315, 
1 ) 32x—1 — 9x—0,5 =9%+4 " 322. 
2) 93x.3:— 93-1 . Zx+ — — 288. 
1) 9x + 9x—1 1 9x—2 mH 75-15 7x—2: 
2) Te 3141 — 5x2 — 3x44 — 5x+8 
1) 522+ -+ 6-1 = 52x . 6x -+ 30; 
2) 39-54 3274 32-9 — 45,5 -- 29,75 - 11,375... 
1) 2. 32—5. 3x—1 323— 0; 2) 49*—42 - 7*-- 343; 
3) 3%+24 92H —810— 0; 4) 9— 3x+2—8x-143=0, 
1) 34 Vx —4.32V* 43=0; 2) 5*— 53-« — 90. 

yE 

5/3 0. y = orem 
3 (V8y4(V3) = 4 123-1397. 
1) 2x+ Vei .5(]/2)a-2* Vé=4 —6 
2) 9 Y x-2x—x —7.3 Yx—2x—x—l =2: 
2x-2 x 

3) (241) (7) non (5) -3x-3-6. 
1) (2- V3y-- (2+ V3)*—4; 
2) (4+ V15)*-- (4— V 15)*=62; 
4) 1674-2. 81»—5 367, 


1) 4x3 416—10.2Y*-?; 2) 1,5; 


, 


3) 4x+1,5 4 9*=6*+!: 


| ) 32x%46x—9 + 4. ]15x^-3x—5 =3+ 52x^6x—9. 


2) 3.4*4- (3x—10)- 2*--3—x—8. 
( x jg xi—8x4-15 
2 =}; 2) =x; 3) |[r-8|] *% =l. 
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$ 6. LOGARITMINĖS LYGTYS 


Logaritminėmis vadinamos tokios lygtys, kurių kintamieji yra 
po logaritmo ženklu. Logaritminės lygtys sprendžiamos, remiantis 
logaritmų savybėmis, logaritmuojant bei antilogaritmuojant lygtį, 
taikant keitinius ir t. t. 

Logaritminių lygčių ekvivalentumą apibūdina šie teiginiai: 


1) log4f (x) =logag (x) => s cm 


F(x) = (h(x))^, 
h(x) >0, 


2) logn =k 
) lognof (x) : Aa 


3) logro) (x) = logneag (x) > 


log, (f (x)- Er 
4) logaf (x) +logag (x) ==> | d (6) g(x)) 


Visais atvejais nelygybė g(x)>0 tiesiogiai išplaukia iš kitų 
sistemos teiginių, todėl jos rašyti nereikia. * 

Norime atkreipti dėmesį, jog sumos log;f(x)--log,g(x) keiti- 
mas reiškiniu log,(f(x)g(x)) yra neekvivalentus veiksmas, nes, 
taip pakeitus, prasiplečia lygties apibrėžimo sritis. Iš tikrųjų, reiš- 
kinys logaj(x) +logag (x) turi prasmę tik tada, kai F(x) ir g(x) 
teigiami, o reiškinys loga(f(x)g(x)) — dar ir tada, kai f(x) ir 
g(x) neigiami. Apskritai lygtis loga(j(x)g(x))=k yra lygties 
logaf (x) +logag (x) =k išvada. Todėl šitaip pertvarkius, gali atsi- 
rasti pašalinių šaknų. Taigi logaritmines lygtis galima spręsti 
dviem būdais: arba lygtį visą laiką keisti jai ekvivalenčia, arba 
lygtį keisti išvada. Pasirinkę antrąjį būdą, būtinai turime patik- 
rinti šaknis ir atskirti pašalines. 

1 pavyzdys. Išspręskite lygtį 

lg(32Y% 4-271) =3. 

Sprendimas. Remdamiesi logaritmo apibrėžimu, rašome: 
32Y* +271=103; 32V* —1000—271, 32 Y* =729, 3:V* =35. 
2V x=6, x—9. 

Patikrinimas. lg(304+271) =1g(7294+271) =lg 1 000=3. 


Atsakymas. (9). 
2 pavyzdys. Išspręskite lygtį 


( V x) logsx—1 — 5. 
100 


Sprendimas. Lygtj logaritmuojame pagrindu 5: 
(logsx— 1)logs V x—logs5, (logsx— 1) y logsx= I, 
log? x—logsx-2=0. Pažymėję logsx raide z, gauname: 

z'—z—2=0; iš čia 2,=-—1, z2=2. 

Taigi turime dvi lygtis logsx=—1 ir logsx—2. Šių lygčių 
sprendiniai yra x,= T X9 — 25. 

Patikrine įsitikintume, kad tinka abi šaknys. 

Atsakymas. le 25), 

3 pavyzdys. Išspręskite lygtį 


Ig(7—x) -2= y Ig (28--x) —1g 50. 
Sprendimas. Lygtj antilogaritmuojame: 


lg (7—x) —lg 100—1g (28+ x) ! —1g 50, 


7-x V 284+x 


— , 7=x=2V 28+x. 


Gavome iracionaliąją lygtį. Pakėlę abi jos puses kvadratu ir 
pertvarkę, turime: 


x*— 18x—63=0. Iš čia x,= —3, x;=21. 


Patikrinę nustatytume, kad lygčiai tinka tik šaknis — 3, 
Atsakymas. (—3). 
4 pavyzdys. Išspręskite lygtį 

, *+1g(1+2*) =x lg 5+1g 6. 
Sprendimas. Lygtį antilogaritmuojame: 

. lgl0*clg(1--2:) -1g 5*--1g 6, 10*(14+2+) =6- 5. 
Padaliję abi lygties puses iš 5* ir atlikę veiksmus, turime rodik- 
line lygtį 22*--2*—6—0; iš čia gauname dvi lygtis 22=2 ir 27= 
= —3. Pirmosios lygties sprendinys yra x,—1. Antroji lygtis rea- 
liųjų skaičių aibėje neturi prasmės, nes su bet kuria x reikšme 
kas Patikrinę įsitikintume, kad šaknis x=1 duotajai lygčiai 
inka. 

Atsakymas. (1). 
5 pavyzdys. Išspręskite lygtį 


logs (3*— 1) log; (3*+!—3) =6. 
Sprendimas. Pertvarkome lygtį: 
log3(3*— 1)10g53(3*— 1) —6, 
logs (3*— 1) (1 +10g5(3*—1)) =6. 
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Pažymėję log;(3*— 1) raide z, gauname kvadratinę lygtį, ku- 


rios šaknys yra z,= —3, 25—2. Taigi 
log; (3*— 1) = —3 ir logs(3*— 1) =2. 
Sių lygčių sprendiniai yra x, =10g328—3, x2=1log3l0. 


Duotajai lygčiai tinka abi šaknys. 
Atsakymas. (logs328—3; log310). 


Pratimai 
ISspreskite lygtis: 


(x—4) x \ 


517. 1) lg 243 Y 3-20:+50 0; 2) Ig(3 (03 1j» 1; 


3) lg V 27/** +271—1,5=0; 4) logs(3:—8) =2—x. 
518. 1) logz(x--logs(9—2:) --4) 21; — 2) log; V (1=x)?=3 


———MÓm 


3) Vėlai KP 107? ; 
4) logs (35-19x9254- $) — logs 0,2. 


519. 1) logia: (2x3 4-2x? — 3x -1) 23; 
2) log y 212 —8x4-9— 


9 . 
520. 1) xl *+2=1 000; 2) 0,1xl8x-2=100; 
100118 x—3 . VF 
3) (D) xn 4) V x&Y* =10. 
521. 1) x?!&*— 1043; 2) kieki = 100 3/16. 
x-3 — Ex'-7x4-12. —]g xi-ignx. 1 on. 
522. 1) 3 3=5 72412, 2) x 2-18 x?—Ig?x - = (); 
3) IgE 65 = E ; 
Vitx-1 Vi+x+1 
1 l xs 
4 ———— — ————- |. y051ogi À — =—, 
lyra ye t 2 


523. 1) lg V 8x-F8— lg (x—13) =3 lg 2; 
2) IgV x1) — 51g (x19) =0. 

524. 1) y (2+1g(x+1) +lg 0,25) 1g 20— lg V x T; 
2) 7 (lg x—lg5) -1g2— + lg(9—2). 
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525. 


526. 


527. 


528. 


529. 


530. 


531. 


532. 


533. 


534. 


535. 


1) 3 log; (x—6) —log; V x—3=10g7 E —9; 
2) Ž log, (x+2)2—3=log, (4—x)*+10g, (x4-6)*. 


1) lg(*-1) = 577 —1; 2) lg? 10x+1g x— 19; 


3 logs(2x 4-3) En 3 ES 
1—logs(2x--8) ' 5—logs(2x+3) 


4) ag L =2-5Vlgx. 


— 


0; 


-1) Iglgx+1g(Igx3—2) 20; 2) 21glg x-1g(7—21g x) —lg 5; 
3) V31og 2 x—9(logox) 2—1- 5; 
4) logo (4-7) —5-Flogax- — m. 
logs m i) 
1) 1g 97! 4-x lg Y 39-7 — 0; 2) 2318x. 5lg z= 1 600; 
3) lg 10lg&*-20— ] —1g x; 4) 10l08,(*-3x+5) — 3log, 10, 
1) lg? 100x+1g2 lOx--lg x=14; — 2) lg? 1% .-1g? 10x —9; 
3) logs? 4x— logs 12x=1; 4) lg? 2x 4- 1g? 3x 21g? 2+1g? 3. 


1) 2x—1g(5?*-- 4x— 16) =x lg 4; 

2) x(1—1g 5) 21g(2*--x — 1); 

3) x+1g(14+27) =x lg 54-1g 6; š 

4) V tog. V 5x= —1og.5. 

1) log vs (4*—6) —log „= (2*—2)=2; 

2) logs(49-1—1) + $ =logs (2**2—7); | 

3) logo(9*-147) =2+log2(3*-1+1); 4) 5ig£x—50— x85, 
1) 21g 24-1g(5"* +1) 22--lg(5!- Y* +5); 

2) lg 22-1g (4*7? -9) =1+1g (277? 4- 1). 


Vx ——— " 
1) Ig 2 -1) =1g V 2"* 42-218 2; 


2) lg5:V* —1g 9V* —9— 1g 4; 
3) logo (4*2 - 1) =10g5 17--x—4; 
4) 21g2+ (1+ ) 1g3—1g(/ 3-27) =0. 


1) log. V 5+10g,5x=2 + +logž V 5; 
2) logs (2155—25 4-21,5:-0,5 — 0,01 . 53*+1) =3x— 1. 


1) lg(3 Yi —2:- w) -2— q lg 16— Vx+0,28 - lg 4; 


103 


2) logs (3*+ 1) — logs (1— 3-21) —2x— — £10g564; 


3) logsx--log? x4-log à x+...= 


536. 1) 0,48 «+! — 6,2528 x*=0; 
3) 4. 408x85 +15. 21084? —4—0; 


537. 1) 9. 31e; «e (L) AME. 


2) Tex — Blg x+! — 3 . 5IEx-1— 13. 718 x-1; 
3) 5logsx 4 5logex—1 = 31089 +1 4 3logs2—1; 


4) Qiogs* + 108,72 2= 


L, kai 1<x<8. 


9) xlg81. ylg 9-6; 
4) 2x8 x-- 3x1 *— 5. 


i (9logwx-+1 — glogas x) , 


$ 7. LOGARITMU PAGRINDO KEITIMAS 


Išlogaritmavę tapatybę aleaN=N pagrindu b (b>0, b+1), 
gauname: 


loga N - logya=log,N; iš čia 
loga N 
logya | 


loga N = 


Taikydami šią formulę, skaičiaus M logaritmą pagrindu a pakei- 
čiame to skaičiaus logaritmu nauju pagrindu b. Kai N=b, turime 
tapatybę 

logab - logya— 1. 


l pavyzdys. Raskite Ig 56, kai Ig 2=a, log27=b. 


10g57 - 
68210 =31g2+ 


Sprendimas. Ig56=1g8+1g7=31g2+ 
+logs 7 - 1g 2=3a+ab. 

2 pavyzdys. Išspręskite lygtį loge x+log y a=1. 

Sprendimas. Suvienodiname logaritmy pagrindus ir gau- 
tus reiškinius subendravardikliname: 


| 


log ¿a : 9 
loge x+ ien 5 log¿x+ šo 
4log*, x—4log 54-11 NS 
"EDT. —0. Iš čia 
4log2,x—4logex-F1- 0, 
log 2x70. 


Pažymėję logasx raide z, gauname kvadratinę lygtį 42?— 42 4- 


+1=0, kurios šaknys 2,2=>5 „Taigi turime lygtį loge x-. Jos 
sprendinys x= (a?) ? =a, &>0. 
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Patikrinimas. loge a+log,.1=2 loge a=2. 


Atsakymas. {a}, a>0. 


Pratimai 


538. 


539. 


540. 


„ Raskite logas L 


. Įrodykite, kad E 


Įrodykite tapatybes:. 


1) log;N =loga” N”; 2) 10g57 - log75 - logs4+1=log3 12; 


3) LEA, 1 + logak; 


logar 
As reiškinius: 
1-log? b 
1) Zi 
(logab+logwa+1)loga 7 
log 174-572 +log ? (a—b) 
2) ————1  ——— r. 
(1-logyz (a—b)+log¿ (a—5))? 
1) (log34+108g29)?— (1ogs4 —1ogs9)?; 


2) 25108 2 FEA MAI vi VD, 


3) 6loz ys? *lgvs vg ys VI o8: yu 


. Raskite log;6, kai lg 3=a ir Ig 2=b. - 

. Apskaičiuokite log»;12, kai logs4—a ir logs3= b. 
. Kam lygus 10g5528, kai logi,7—a ir logi45— 5? 

. Raskite logs16, kai logis2— a. 

. Raskite log2550, kai lg 64— a. 

. Apskaičiuokite 10g34514, kai log;4— a. 

. ApsiiBiupkikė m kai logi2— a. 


kai logyya=n. 


va 


EY NC Toge N , E log.N 


kai skaičiai a, b, c sudaro geometrinę progresiją. 


Išspreskite lygtis: 


. 1) logs(x— 1)?—1ogos(x— 1) =9; 


2) logs(7x?—5x—6) —2 log, Y 3x— l; 
3) logax-log 1 x t- logax? —5. 
16 


3 — 
+ 1) log; 2 logar — logs >= y --logs Vx; 


2) 4V logyx—logs Vx=3; 
3) 2 logs logox +10g , logs 2 V 2x= 1. 
3 


4) 10g32 + log43 - logs4-...: 


lg 9=1g 2. 


yra aritmetiné progresija, 
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552. 1) logox—logex-loge x= 2, 
2) 21og,3 - log3.3=l0gs y 73; 
3) V tog. V 5x -logsx— —1; 

553. 1) logosx+10ga4x=0; < 


4) log+5x2 - log2x— 1. 
2) 210g+4+3 loga?xa + logsa =(); 


logxax 
l 


log2(3—4x2) * 


3) log 3-4r (9— 16x4) =2+ 


554. 1) logas (2 ) +10g? x=]; 2) log;2- log £2 — log; 2; 


64 
OE a2 V xa 
3) uv In log 12x20. 
555. 1) logsx47(9+ 12x - 4x?) +1 TS = 
* 2) V log;5 V 5--logvi5 V 5- logv.sx=-— V 6; 
3) V tog, y ax -- log. y ax 4- V be: y +logx Vs =a. 
556. 1) 4logu (x—3)Hogi5 = 50; 2) xloge (21) =B; 
3) 4leg,3 —]17.9108x3 +72=0; 4) Glog y «o (LJ 
$ 8. RODIKLINIU IR LOGARITMINIU LYGCIU SISTEMOS 
1 pavyzdys. Išspręskite lygčių sistemą 
$ xy 
I ? 9 * =12, 
3lg2y—x) — |, 


Sprendimas. Pertvarkome antrąją sistemos lygtį: 
3162-09 —39 lg(2y—x)=0 ir 2y—x=1. 


Turime sistemą 


Iy Y y yal, esl 
pa 13, aroa | 27-29 =12, 
x=2y—1, x—2y— l. 


yl 
Reiškinį 23 pažymėkime raide z. Tada 22—2—12-—0 ir 2, =4, 
z= —3 (netinka). Gauname tokią sistemą: 
= E. 
| 2*4 arba Po 
x=2y- 1. 


x=2y—1; 


iš čia y=9, x=17. 
Ai abendm (17; 9)). 
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X 


2 pavyzdys. Išspręskite lygčių sistemą 
Tum y) =5—log: (x+y), 
lg x— Ex 
lg y—-1g 3 


Sprendimas. Antilogaritmave lygtis, gauname sistema 


puo 
xy=12, 


kurią spręsti jau mokame. Jos sprendiniai yra (6; 2) ir (—6; —2). 
Patikrinę įsitikintume, kad duotajai sistemai tinka sprendi- 
nys (6; 2). 
Atsakymas. ((6; 2)). 
3 pavyzdys. I$spreskite lygčių sistemą 
| (3y?+ 1) logsx=1, 
x? 102297, 


Sprendimas. Išlogaritmavę antrąją sistemos lygtį pagrin- 
du 3, turime: 
(39? 4- 1)logax — 1, (37? -- 1)logax — 1, 2 A 
22-10) loge 3; mee: d. n +) zaroh 


TAR logs x= P ' 
| y=], Jl, 
3 1 E 
logsx — 527157 pora T?’ lis v 3. 


Duotajai sistemai tinka abu sprendiniai. 
Atsakymas. ((V3; —1); (V3; 1)). 
4 pavyzdys. ond lygčių sistemą 


(log 1 x--log: y) (log + xy 4- logzy 2-2 , 
» x y 


*+y=l. 


Sprendimas. Pažymėkime log,y raide z. Tada 


y 2-1 
NE y=E, logxy — sm? 
log ı x= —logyx— — L, log 1 y= —-logsy= — 


y 


Pirmoji sistemos lygtis atrodys taip: 


au (E) —l+2 4&2 _ 20 1+2 5 
+ z 1-2 1241) 3 ” z ]l-2 3" 2-1 3? 
2=4, z= +2; log,y— +2. Iš čia y=x2 arba y- 5 . 
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Gauname dviejų sistemų visumą 


i Bo 
y=x; 
*+y-1, 
1 
y= > 
2 s Pit v2 l ER 
Pirmosios sistemos sprendiniai x= = >=, y= 5. Antroji sis- 


tema sprendinių neturi. 
Patikrinę įsitikintume, jog duotajai sistemai tinka tik sprendi- 


He (2 , z) 


Atsakymas. [P Ly. 


Pratimai 


Išspręskite lygčių sistemas: 


557. 1) L 2) | gei Qu; 
3* . 2v = 432; ded 
| y 9- -1=į 3v- m 
ms 4) (x"=243, 
2 VT04= ($ x) 
558. 1) (642*4-642v = 12, 2) ips pa. 
64:+1=4 Y 2; 2x1 4 2v- 1—640. 
559. 1) ( *—* 2) ((1+4)*= 100, 
x = 16, (y* — 2? -- 1) ye1- MD”, 
Vi- Vžy= y 12— V8; (y+1)* , 


"x Í 
(ayy? =" 


27 


ios y—D 
y 324= TEM 12xy +242. 


j 
E 


560. 


^ yg Ur—x)-— 25 (7 + 
z E 


561. 1) bė OS dnd 
x+y=20 
git de Me 2+10g49, 
x+y-5a=0 
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. 29 — 576, a SAN Vox+y+14=Vx+y+12, 


4 
| 


562. 


563. 


564. 1 


565. 


566. 


567. 


568. 


569. 


570. 


511. 


3) 


1) 
3) 


| 
| 
2 
| 
h 


Verlag — logy, 
x+y= 


4) IV + log (1—y) EET ) =l0g,x (1-9), 
xy=-—6. 
Ig?x —l1g?y 4- 1g? (xy), 
lg? (x— 9) +lg x lg y=0; 
log 2 (x4-y) 2 14-log2 x—log 2 y, 
logs(x+ y) =10g5x - logog. 
xy= 40, 2 o e 
xev=4 x! — 100-1; 
-9:—81, 4) | 32V x-Y» — 8] 
9 5 ER , 
21g( xy) lg x=2 lg 3; lg V xy 1--1g 3. 
Ax. 9 —8], eiim. 
lg (x4- y) )2=18 9; Ig(x—y)?—21g 2=0. 
7% logsx = —2, 2) Eom aD 
4 - T! --logsx—2; Lašų NEU 
3 logs (x+y) —x— y. 


"ei 
i 
„I 
ki 


$ 


va Y Y Ds y 128, 


lg(x+y) =1g 40—1g(x— y); 
(25V*) Y» —195.5Y» =0, 


lg x+ t lg y-lg(4— V x); 


(x+y)*= (x— y)", 
logox — logsy= 1; 


4) f xlogsy 4- 2ylossx — 97, 
B du l. 


— 28, 


1) Far 0, Keen y= 2, 
logs: x --logoy— i. 
1) | logsx + 308 — 7, 2) log , (t 9) +logs(x—y) =2, 
| xt 512; 9" =512:H, 
1) | (ogaxr+logay—2)log¿a=—1, 2) (2,4 
l«+y=5a=0; as 


1) 
| 


8| 
D | 


| 3(2log,:x—log , y) =10, 


xy —8l; 


log3(7 — 2x) + log; (5x— 7y) = 


| logsx—log | y= E : 


0, 


V x+y+3— V8—2x— V 3x 4- y — 9. 


2 (logyx --log,y) = 
xy=8; 


J 


logiax fr 2 
logox - logs (x+y) 


T logoy ) =1l0g»x, 


=3 logax. 
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§ 9. RODIKLINES IR LOGARITMINES NELYGYBĖS 


Kiekviena rodiklinė nelygybė pertvarkoma į nelygybę 
ak) qe), (1) 
o logaritminė nelygybė — į nelygybę 
logaf (x) >logag (x). (2) 


Kai a» 1, rodikliné ir logaritminė funkcija yra didėjančios, to- 
del iš (1) ir (2) nelygybės gauname f(x) >g(x). Kai 0a« 1, 
abi šios funkcijos yra mažėjančios, todėl iš (1) ir (2) nelygybės 
išplaukia, jog f(x) «g(x). 

Taigi, atmetus rodiklinés arba logaritminés funkcijos simbo- 
lius, nelygybės ženklas nesikeičia, kai a7 1, ir keičiasi priešingu, 
kai 0<a<1. Negalima pamiršti, kad pirmiausia nustatomos tos 
x reikšmės, su kuriomis šios nelygybės turi prasmę. 

Sprendžiant sudėtingesnes rodiklines ir logaritmines nelygy- 
bes, kai pagrindas a yra kintamas, reikia išnagrinėti du atvejus: 
a>1 ir 0<a<1. Apskritai galima remtis šiais teiginiais: 

g(x) >0; 
O«f (x) «1, 
D (G9) 1e» | [112 


y2 =l, 
LixeD(g). 


Raide D pažymėta funkcijos apibrėžimo sritis. 
he 
g(x) zeh(x); 
[0<f(x) <1, 
Lg (x) <A (x); 
2) (f(x)) «zs (F(x)) (Hx) —1, 
ixeD (g) N D(h); 
lei =0, 


g(x) >0, 
h(x) >0. 


Atkreipiame dėmesį į dažną klaidą, kai pamirštamas atvejis, 
kada pagrindas f(x) =1 arba f(x) 20. 
f a 
g(x) > Q())5; 


ere «T, 
0« g (x) < (f (x))^. 


3) 10818 (x) z ke 


110 


E € 
p so A 


Bus 
g(x) =h(x) 0; 


4) log;gg (x) >log8roh (x) => 
,4) logg (x) grh (x) (0«cf(x) «1, 


(0g (x) <h(x). 

Rodiklinių ir logaritminių nelygybių sprendimo metodai ana- 
logiški šios rūšies lygčių sprendimo metodams; jeigu reikia, lo- 
garitmuojame, antilogaritmuojame, taikome rodiklinių ir logarit- 
minių funkcijų savybes, logaritmų savybes ir t.t. Tačiau pasirinkti 
du sprendimo būdus, kaip darome spręsdami šio tipo lygtis, čia 
jau negalima, juk neįmanoma patikrinti gautųjų sprendinių. To- 
dėl, pertvarkydami nelygybes, būtinai turime jas keisti ekviva- 
lenčiomis. Išnagrinėkime pavyzdžius. 

1 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 


a*>b, b>0. 
Sprendimas. Pagal logaritmo apibrėžimą 
a*> algab, 
Todėl x>logab, kai a>1 ir x<logab, kai 0<a<1. 
2 pavyzdys. Išspręskite nelygybę. 
acra 
0,125 . 4% (L2) ^o. 


Sprendimas. Pastebéje, kad skaiciai 0,125, 4, 2 ir 8 yra 
tam tikri skaičiaus 2 laipsniai, suvienodiname pagrindus: 
9-3 . 92258) (93. 9-3)7* d 
942-9, 9 | 
Kadangi pagrindas 2>1, tai 
4x—9> E x; 
iš čia x>6. 
Atsakymas. xe]6; oo[. 
Kai kurios rodiklinés nelygybés sprendZiamos, naudojant nau- 


jus kintamuosius. 
3 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 


|3*—3!-*| >2, 
Sprendimas. Si nelygybė ekvivalenti nelygybių visumai 


3x— 31732, 
3*—3l< —2, 


Pazyméje 3* raide y, gauname: 
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čia y>0. Pertvarkome gautas nelygybes: 
y—-2y-320, 
y+2y-3<0. 
Pirmosios nelygybės sprendinys yra ye] —oo; —1]U[3; —oo[, y 
o antrosios — ye [—3; 1]. Kadangi y» 0, tai gauname tokius ne- 
lygybių sprendinius: | 
Je 
y>3 arba 0<y<l. | 


Grįžę prie ankstesnio kintamojo, turime nelygybių visumą 
3:28, E 
0<3*< l; 
iš čia x>1 arba x<0. 
Atsakymas. xe]—oo; 0]U[l; oo[. 
4 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 
52x —7x — 85 - 52435 - 7*0. 
Sprendimas.5?*(1—35) midt 98] «OE (0 et) (-34) > | 
>05 7:025: 70e (PB <1= (8); 
iš čia x« O0. 
Atsakymas. xe]—oo; 0[. 
5 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 
2x?—4x—6 
log: 


a 4x—1] <-1. 


Sprendimas. Atsižvelgdami į tai, kad —1=log,2, duo- 
tąją nelygybę pakeičiame jai ekvivalenčia sistema: 


Jeigu teisinga antroji nelygybė, tai teisinga ir pirmoji, todėl 
ši sistema ekvivalenti tokiai vienai nelygybei: 
2x2—4x—6 


4x—11 >2 
Ją pertvarkę, turime: 
(x—2) (x—4) 
(: i zo. 
RA 
Spresdami intervalų metodu (23 pav.), sužinome, kad f 


2<x< |, x=4, nes xz H x 
11 
Atsakymas. x€ [2: gfu [4; oo[. 
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(0) 2 4 4 
23 pav. 
6 pavyzdys. Išspręskite nelygybę ` 


2(lg 2—1) -lg(5 ^ +1) <lg(5!-Y¥ +5). 
Sprendimas. Nelygybė turi prasmę, kai x>0. Duotąją 
nelygybę antilogaritmuojame: 
gYx 1 


„= ARRE 48, 


Pažymėję 5"* raide y>0, gauname kvadratinę nelygybę 
l y2—124y—125<0, 
turinčią sprendinį 
—1«y« 125. 
Kadangi y>0, tai turi būti 0<y< 125, arba 
0«5Y* <125; 
iš čia x<9. Prisiminę galimas x reikšmes, gauname 0<x<9. 
Atsakymas. xel0; 9[. 
7 pavyzdys. Nelygybei 


loga (x? — 3x) >loga (4x— x?) 
tinka x-33. Išspręskite nelygybę. 
Sprendimas. Nelygybė turi prasmę, kai 
"uo 

4x — x? 0. 
Išsprendę šią sistemą, gauname 

3<x<4. 
Kol kas nelygybės nespręsime, nes nežinome a reikšmės (ar a>1, 


ar 0«a« 1). Be to, nežinome, kurį nelygybės ženklą rašyti, atme- 
tus logaritmus. Tačiau a reikšmę galime apskaičiuoti, nes sąly- 


goje nurodyta, jog 1=3 5 yra nelygybės sprendinys. Įrašę į ne- 
lygybę šią x reikšmę, gauname: 


225 45 225 
loga a ) >log4 (15— 56] , 
loga 72 logs E : 
15 


16" tai a» 1. 


Kadangi $> 


8. Matematika 113 


Dabar grįžtame prie duotosios nelygybės, iš kurios išplaukia 
x2—3x>4x—x?, 
nes a>1. Išsprendę šią nelygybę, sužinome, jog 
xe] — oo; 0[U] 3,5; oo[. 
Nelygybé turi prasmę, kai 3<x<4, todėl galutinai gauname 
xe]3,5; 4[. 
Atsakymas. xe]3,5; 4[. 
8 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 
log» (24- x) «1. 


Sprendimas. Logaritmo pagrindas kintamas, todél reikia 
nagrinėti du atvejus: x? 1 ir 0<x?<1. Atmetus logaritmo ženklą, 
pirmuoju atveju nelygybės ženklas nesikeičia, o antruoju — kei- 
čiasi priešingu. Atsižvelgę į sąlygas, kada nelygybė turi prasmę, 
gauname tokią duotajai nelygybei ekvivalenčią sistemų visumą: 


2-- x0, 
x*], 
24+x<x?; 


a 


24+x>x?. 


Antroje sistemoje nėra nelygybės 24-x>0, nes ji tiesiog iš- 
plaukia iš nelygybės 2-- x x?. Išsprendę nelygybės, gauname: 
[xs] —2; oo[, 
xe] —oe; —1[U]1; œf, 
[es] — oo; —1[U]2; oo[; 
xe] —1; IĮ, 
xe] —1; 2[. 


Kiekvieną tokią sistemą lengviausia spręsti geometriškai. In- 
tervalą, atitinkantį kiekvieną sistemos nelygybę, brūkšniuojame 
skirtingų krypčių brūkšniais. Tuomet sistemos sprendinys bus tas 
intervalas, kuris subrūkšniuotas visų krypčių brūkšniais. 

Taigi pirmosios sistemos sprendinys (24 pav.) yra ] —2; —1[U 
U]2; oo [, o antrosios (25 pav.) — ] — 1; 1[. Sujunge juos, gauname 
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] -2; —1[U] —1; 1[U]2; oo[. Bet dar reikia prisiminti, kad x>£0. 
Todėl šį tašką reikia išmesti iš intervalo ] —1; 1 [. 
Atsakymas. xe]—2; —1(U] —1; 0[U]0; 1[U]2; oo[. 
9 pavyzdys. Išspreskite nelygybę 
(x2—6x4+6)*3>1. 


„Sprendimas. Ši nelygybė ekvivalenti nelygybių sistemų 
visumai 


[isis onse Hoe 
x—3z0; xz; 
L x2—6x+6>0, 
x—3=0; > x?—6x45«0, <= 
reo 
[Sr x?— 6x 4-5—0, 
Ll xED(x—3): | (xeR 
T pe | x>5; 
| x>5, 
x=3; 
XER, 1<x<3, «=D, 
= [ies => + |1<x=<X3 
x<3; 
pa x=1l, 
| x=5, x=5 
xeR L 


Atsakymas. xel[l; 3]U[5; oo[. 


Pratimai 
Išspręskite nelygybes: 
572. (Ž)> V IB. 
573. 52+4+5+.+22<0,04-28, kai x>0. 
574. + <3*1742. 575. (tg a) —(te i) <a 


y2—x Vox 1 l 
576. 3-4 +3<10.2 v. D: F3 AA" 


578. 4435 x .3Y* <2x2. 3V7 42x46. 
579. 32-54 3%-7.4 3-9 45,5+29,75+11,375+. .. 
580. 52*+14 6*+1>30415* . 30%, 


581. |3te 2:—31-tg22| >> 2, 582. L. >l. 
583. log2x—log,x« 0, kai 0<a<l. 
584. log: (x—1) +log! (x4- 1) >log! 3. 
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585. 
587. 


589. 
590. 


591. 
592. 


593. 
595. 
596. 
598. 


599. 


601. 
602. 


603. 


605. 


606. 


607. 
608. 
609. 


611. 
612. 


613. 
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l+log ¿x : x2—9x 614. Raskite aibę plokštumos taškų, kurių koordinatės (x; y) api- 
1 -logax 21, kai 0<a<1, 586. log, logs x—3 <0 brėžiamos sąryšiais: 

aO >0. 588. — E 1) (G5 y) [86-0—6.375—3 201 N (Lo y) | 1+3y=3); 
BE Paus logas Vx+3 ` logostcrn) 2) (Qs y) | logos(x+y=1) logos A (a y) IV y-x-1« 
logo; pe <0. < V=. 
logos (4— x) = logo s2 — logos (x— 1). 615. Raskite tas xex]0; 1[ reikšmes, su kuriomis teisinga nelygybė 

E ETTE p 1 Br 0% f1 log2x 
logo,sx + | 1—4logos1<l. ler] ŽŽ (3) . 
— 9x?+3x+2 < 

log; =i 1> 108,3. T Išspręskite nelygybes: 
I-VI | — gg, (LY 0T 616. 1) (2--x41)*«1; 2) G?—x41)*«1. 

2 logox ý 12 js M eio 9 

1 S to: x? — À——— [à 
(logs (G9 —5x--7)) ! <1. RES a Rer E NER: Ie 
1 y 193,1020,2 (x"—0,8) =—15 Vx+1-1 Vx+1+1 
(+) <1. 597. Y log, = <I. "ewe 
[5 (z)7* z-14 T mee a į 
og; 9 z-—i-ig x. 619 2-rlogsx 6 
"o X—l 2x—1^" 
[x — 2 |log2)7108x < ] 600. log , (x2— 6) + logox?>0. 620 9x+1_7 10 
3 9 . . 
logologsx > logslogzx. i a 
2 logax —log, (4—x) <logz(x+1)?+2 logo(10—x). 
3 

log, (x?—8x-- 16) >0. £04. log, 1 log, > « 

5 

4x45 
logs ¿57 <T L 
logs (x?—4x—11)?— lugi (x?—4x— 11)? P 

2—5x—3x? zo. 
logs(x?—2x—7)*—loga(x?—2x — 7) 
3x2—13x--4 | <0. 
x9Hog,x—a?x? kai a>0, az 1. 
2x4-3 Í 

e =l. 610. logxas (x--3) <1. 
V1-log,x— V 1+log.x>a V2, kai a>0, a1. 


Išspręskite nelygybiy sistemą 
Viogįx—3logx12 
Ul 
logs (s. (logs5—1)) 


=0, 


x— Vx-—20. 


Su kuriomis realiomis x ir y reikšmėmis teisinga nelygybė 


V ogir- Vv) +2 cos (3x cos V y) 4 Vlog. y, «0? 


VI SKYRIUS. TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS IR 
TRIGONOMETRINIU REISKINIU 
TAPATIEJI PERTVARKYMAI 


8 1. KAMPAI IR JU MATAVIMAS 


] apibrėžimas. Plokščiuoju kampu vadinama geometrinė 
figūra, kurią sudaro dviejų skirtingų spindulių, turinčių bendrą 
pradžią, ir jų ribojamos plokštumos dalies taškai. Tie spinduliai 
vadinami kampo kraštinėmis, o ju bendra pradžia — viršūne. 

Kampas, kurio kraštinės yra (OA) ir (OB), žymimas Z AOB 
arba a (26 pav.). 

Du spinduliai, turintys bendrą pradžią, riboja du kampus su 
tomis pačiomis kraštinėmis ir ta pačia viršūne (26 pav.). Kampas, 
kurio kraštinės sudaro tiesę, vadinamas ištiestiniu (27 pav.). Iš- 
tiestinį kampą padaliję į du kongruenčius kampus, gauname du 

B stačiuosius kampus. 
Kampai matuojami laipsniais ir 
radianais. 
2 apibrėžimas. Vieno laips- 
nio kampu vadiname stačiojo kampo 


1 : 

Ê AA 90 dalį. 
c A 3 apibrėžimas. Radianu va- 
diname kampą, sudarytą dviejų ap- 
26 pav. skritimo spindulių, kai lanko tarp jų 


galų ilgis lygus apskritimo spinduliui 


e (28 pav.). 
Lm Kampo radianų skaičių pažymėję 


B 0 A raide a, o jo laipsnių skaičių — rai- 
27 pav. ! de a, priklausomybę tarp to paties 
kampo laipsnių ir radianų išreikštu- 
B me formule 
o 180°. 
a= 75 (1), arba °= ^T7*. (2) 
Kai a=1°, tai a= 125 ~ 0,0175 ir 
O A 
o T == 
= 5 0,0175 rad. 
Kai a=1, tai a= I įr 
1 rad= BE =5717/44,8". 
28 pav. n 


l pavyzdys. Kampą, kurio didumas lygus 72°, išreikškite 
radianais.  . 
Sprendimas. Pritaikę(1) formulę, gausime: 


2 pavyzdys. Kampą, kurio didumas lygus 15m, išreikš- 
kite laipsniais. 
Sprendimas. Pritaikę (2) formulę, gausime: 


7 
180.1 25 7 Š 
g= 12 = 1807-19 — 985. 
r 12 


Kai kurių kampų, išreikštų laipsniais ir radianais, lentelė 


a |0 | 30% | 45% | 60% | 90? 120? | 135? | 150? 180% | 270? | 360? | 


ells 3 
— O E cum 2 
FI" qx uw 3 g 


Apskritimo lankas, kurio ilgis lygus spinduliui, taip pat ma- 
tuojamas vienu radianu. Kai apskritimo lankas turi a radianų, jo 
ilgis / išreiškiamas formule 


I= Ra; (3) 
čia R— apskritimo spindulys. Kai lankas turi a laipsnių, 
TO 
l= ab R. (4) 


3 pavyzdys. Apskritimo spindulys lygus 60 cm. Raskite 
apskritimo lanko ilgj, kai $j lankg atitinka centrinis kampas, kurio 
didumas 36°36”. : 

Sprendimas. Pritaike. (4) formule, gausime: 


A TE 
[= 180 *60—12,2z cm. 
4 apibrėžimas. Posükiu Ro apie cent- R, 
rą O a radianų kampu vadinamas toks plokštu- f 


mos judesys, kai taškas O transjormuojamas i jį 
patį, o kiekvienas taškas Po — į tokį tašką Po, 
kad |OP;|=|OP,| ir kampas tarp spindulių 
OP, ir OP, lygus a (29 pav.). 

Kai sukama prieš laikrodžio rodyklę, a lai- 
komas teigiamu, kai laikrodžio rodyklės kryp- 
timi — neigiamu. Taigi posūkį galima api- 29 pav 


R 
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būdinti, nurodant jo centrą O ir posūkio kampą a, tenkinantį ne- 
lygybę 
—n<ausa. 
Iš posūkio apibrėžimo išplaukia, kad 
Rat? = RA, ke. (5) 


Pavyzdžiui, posūkis kampu 62 a lygus posükiui kampu Ža 
11 


nes 6=1- = n+3-2n; posūkis kampu 57 lygus posūkiui kam- 


Ei ] $t 
pu — g> nes Has- 7 2n. 


Pratimai 

a k ; i ERR erg 

621. Du trikampio kampai lygūs 10 rad ir rad. 
Apskaičiuokite trečiojo kampo didumą laipsniais. 

622. Skritulio spindulys lygus 10 cm. Apskaičiuokite išpjovos, ku- 
rios lanko kampinis didumas lygus 0,7 rad, perimetrą. 

623. Raskite apskritimo lanko ilgį, kai apskritimo spindulys 13 cm, 
o lankas 230“. 

624. Apskritimo lanko kampinis didumas 100°, o ilgis lygus 10 cm. 
Koks apskritimo spindulio ilgis? 

625. Apskritimo lanko ilgis 0,4 m, o apskritimo spindulys 1,2 m. 
Kiek laipsnių turi šis lankas? 


$ 2. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ APIBRĖŽIMAS 


Stačiakampėje koordinačių sistemoje xOy nubrėžiame apskriti- 
mą, kurio centras yra koordinačių pradžios taške, o spindulys ly- 
gus vienetui (30 pav.). Tokį ap- 
skritimą vadinsime vienetiniu. Po- 
sūkiu apie tašką O bet kokiu kam- 
pu a, išreikštu laipsniais arba ra- 
dianais, taškas Po transformuoja- 
mas į tašką Py. Taško Po koordi- 
natės yra (1; 0), o taško Pu ko- 
ordinates pažymėkime x= — |OM| 
ir y=|ON|. 

Apibrėšime bet kokio argumen- 
to trigonometrines funkcijas. 

1 apibrėžimas. Skaičiaus 
a sinusu vadinama taško P. ordi- 
natė: y==sin a. 

2 apibrėžimas. Skaičiaus 
a kosinusu vadinama taško P. 
abscisé:- x — cos a. 
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3 apibrėžimas. Skaičiaus a tangentu vadinamas to skai- 
čiaus sinuso ir kosinuso santykis: 


sin a 


iga- (6) 


cos a 


4 apibrėžimas. Skaičiaus a kotangentu vadinamas to 
skaičiaus kosinuso ir sinuso santykis: 


cos Q 


ctg a= SE, (7) 


Sinusas, kosinusas, tangentas ir kotangentas yra pagrindinės 
trigonometrinės funkcijos. 

Be šių pagrindinių funkcijų, yra dar dvi trigonometrinės funk- 
cijos, kurios apibrėžiamos taip: 


1 
seca Le, (8) 


I 
cosec a= a. (9) 


Pirmoji vadinama sekantu, antroji — kosekantu. 

Iš trigonometrinių funkcijų apibrėžimų matome, kad funkcijos 
sin a ir cos a yra apibrėžtos, kai aeR, funkcijų tg a ir seca api- 
brėžimo sritį sudaro visos «a reikšmės, išskyrus a=(2+1)%, 
keZ, o funkcijų ctga ir cosec a — visos a reikšmės, išskyrus 
a=kx, kezZ. Aišku, kad funkcijų sin a ir cos a reikšmių aibė yra 


„atkarpa [—1; 1]; funkcijų tga ir ctga reikšmių aibė sutampa 


su R. 

Trigonometrinių funkcijų reikšmių ženklai priklauso nuo to, 
kuriame ketvirtyje yra argumentas a. Trigonometrinių funkcijų 
ženklai pateikiami šioje lentelėje. i 


Ketvirtis 
I II IH IV 
0<a< = - <a< <a< : : <a<2 
$7 o asa 3t a LA = am T 
Funkcija 2 s 2 2 gs 


sina T sp — = 
cosa T — — + 
tga + — + n. 

+ — T — 


Sprendžiant uždavinius, dažnai tenka naudotis šių argumen- 

" 3 o 2 o o o o o 

tu; diii mim yu 2a (0% 305; 45°; 60% 90% 180% 270°; 

360^) trigonometrinių funkcijų reikšmėmis. Jos pateikiamos šioje 
lentelėje. 
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Argumentas 
0 
Funkcija * 


L | Y2 |Y3À 
sina 0 3 > $2 1 0 —1 0 
v3 | VZ | 1 
cos q 1 um G A 2 0 -1 0 | 
tga 0 2 1 V3 | ne- 0 ne 0 
V3 egz. egz 
3 
ctga ne- y3 l EL 0 ne- 0 ne- 
egz. egz. egz. 


1 pavyzdys. Nustatykite sina, cosa, tga ir ctga reikš- 
mių ženklus, kai a lygus: 


1) 1329; 2) —1259; 3) 1 Ža; 4) 4,1. 


Sprendimas. 1) 132? didumo kampas yra II ketvirtyje, to- 
del sin 1327>0, cos 132*<0, tg 132?«0, ctg 132*<0. 

2) —125° didumo kampas yra III ketvirtyje. Vadinasi, 
sin(— 125°) <0, cos(— 125°) <0, tg(— 125°) >0, ctg(— 125”) >0. 


3) $x radianų didumo kampas yra IV ketvirtyje, todėl 


sin 151<0, cos 13:220, ig 1$ n<0, ctg 1 $2«0. 
4) Kadangi x«4,1«1,5z, tai 4,1 radiano didumo kampas yra 
III ketvirtyje, todėl sin 4,1 <0, cos 4,1>0, tg 4,170, ctg 4,1>0. 
2 pavyzdys. Suprastinkite reiškinį 
3 
(2a cos 3) (o ctg ij + (3 ab sin 0)?--tg 2x 


T. p 3 
3 —2b cos? q —ctg y A 


P AE 
(sa cos 5) +2a sin 
Sprendimas. Funkcijų reikšmes įrašome iš lentelės: 


m3 n3 
(2 cos 5) -(5 ctg z) + (8 ab sin 0)?+tg 2x 


( 2) k ala 
Sa cos y +2a sin 5 —2 cos? ^y —ctg g’ 


1 3 
(2a- 5) —(0-1)3+(8a0-0)240 qa po 


l 720 a-b 
(5a-0)?--2a y EL —0 


UR at =až+ab+62, ab. 
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Pratimai 


626. 


627. 


628. 


629. 


630. 


631. 


632. 


633. 


634. 


635. 


636. 


637. 


Nustatykite sin a, cosa, tga, ctga reikšmių ženklus, kai 
o lygus: 1) 78% 2) —78% 3) 335% 4) $ a; 5) 2 m; 6) 2; 
7) 5,5; 8) — 1. 

Nustatykite reiškinių ženklus: 


1) sin 100° + sin 95°; 2) cos 200“ + cos 170^; 3) tg 957 - tg 195%; 
4) ctg 240”. ctg 3109; 5) sin 70?- cos 170°. 

1) cos y =sin y ; 2) sin 0,1—cos 0,1; 

3) ctg 5-tg E; 4) sin LŽ —cos Lx. 

Kuris rei&kinys didesnis: 

1) tg 20? ar ctg 20°; 2) sinl ar cos 1; 

3) tg 140? ar ctg 1407; 4) sin 1,2 ar cos 1,2? 


Fu pagrindinių trigonometrinių funkcijų reikšmės gali būti 
ygios: 

1) 0,5; 2) —0,85; 3) —1; 4) 12; 5) —2,36; 6) m; 

2 Vab a+b 


7) ab i kai a>0, b>0; 8) a Var kai a>0, b»0; 
mm . l 
9) mig 10) R+ m? 
Nustatykite, kuriuose ketvirčiuose teisingos šios nelygybės: 
1) sina-cosa>0; 2) tga-sina<0; 3) 225 >0. 


Kuriame ketvirtyje yra kampas a, kai: 
1) sin a<0, cos a>0; 2) sin a>0, cos a<O; 
3) sin a>0, cos a>0; 4) sin a<0, cos a< 0? 
Raskite didžiausias ir mažiausias funkcijų reikšmes: 
1) 2sin a+3; 2) 1—4 cos 2a; 3) sin? a; 
4) [cos al; 5) 0,254+2cosža; 6) 10—9 ¡sin 3al. 
Raskite funkcijos reikšmių aibę: 
1) 1+sina; 2) 1—cos2a; 3) sin |a|; 4) |cos al. 
Suprastinkite reiškinius: 

4—2 tg? 45? -- ctg* 60? 
3 sin? 90* — 4 cos? 60?--4 ctg 45% * 


(es) (o 
asin 5) - tg i 
A T / N 
2a* sin 5 —2ab cos0+ | b tg 4 
e. 2M nM ,, nc 
(2 sin 2) (3tg 5) +2 cos E . 
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638. 5 sin 90°+2 cos 0°—3 sin 270" + 10 cos 180“. 
639 (a sin 909)3— a?b?tg 0? -- ab?ctg 90? 4- (b cos 180°)? 
* (a cos 1809)?-- ab sin 270? cos 180“ + (b sin 2709)? 


$ 3. TO PATIES ARGUMENTO TRIGONOMETRINIU 
FUNKCIJU SARYSIAI 


To paties argumento pagrindinés trigonometrinés tapatybés 
yra šios: 


sin? a+cos? a= 1, (10) 

"tga-ctga=!, (11) 
l 

1+tg? a= (12) 
l 


(10) formulė teisinga su visomis a reikšmėmis, kitos — su 
agR, išskyrus tas, su kuriomis tga ir ctg a neapibrėžti. Pavyz- 
džiui, (12) tapatybei tinka visos a reikšmės, išskyrus a= 
= (24+1) 7, keZ. i 

Taikant nurodytas tapatybes, galima pertvarkyti įvairius tri- 
gonometrinius reiškinius, gauti naujas tapatybes ir vienas trigo- 
nometrines funkcijas išreikšti kitomis. 

l pavyzdys. Duota cosa= $. Apskaičiuokite funkcijų 
sin a, tga ir ctga reikšmes. 

Sprendimas. Iš formulės sin? a+cos?a=]1 turime: 

sina= + V 1— cos? a. 


Įrašę cosa reikšmę, gauname: 


amer p^ Ea 


sina 4.3 4. 
=————:———1— 
Tada tga a EFI SEG 
„054 4,39 
ctg a sina 14" 


2 pavyzdys. Duota tg a=22 ir a<a< Ža Apskaičiuo- 


kite sin a. 
Sprendimas. Pertvarkę (12) formulę, turime: 


l 1 


=1+tgža, l—sin?a— 


1—sin?a 1--tg?a ' 
" i to? a 
E, NER NEM ES 
Bur qu I+tg?a  l-tg*?a" 
sin a= T = 2 . 
V 1+tg?a 
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Kadangi a yra III ketvirtyje, tai sin a<0, todėl gautoje for- 
muléje prieš šaknį rašysime minuso ženklą. Įrašę tg a reikšmę 
J šią formulę, randame 

12 
5 


sin a= 3 
j 


V. 1+ (5 


3 pavyzdys. Suprastinkite reiskinj 
2 (sinf a+cosf a) —3(sin* a4- cos* a). 

Sprendimas. i 2(sin$ a + cos? a) — 3(sin* a + costa) = 
=2 ( (sin? a)?+ (cos? a)3) —3(sin* a+cos' a) = 2(sin? a + cos? a) X 
X (sin*^ a— sin? a cos? a--cos* a) — 3sin*a — 3costa = 2sin*a — 
—2 sin? a cos? a +2 cost a—3 sint a—3 cost a= — (sint a +2 sin? aX 
Xcos? a-- cos! a) = — (sin? a-- cos? a)?= — 1. 

4 pavyzdys. Įrodykite tapatybę 

sin a cos? a (1 +tg? a) +cos a sin? a(1 +ctg2a) =sin a-- cos a. 


Sprendimas. sinacos? a(1+tg? a) +cos a sin? aX 


1 +ctg? a) =si s?a. — sasin? a. —;,— =si 
X (1+ctg? a) =sin a cos? a oga + Osasin a. 3 sin ax 
cos? q sin? a j 
Ssa:— = sa. 
X osa C080 >Sina+cosa 
Pratimai 


Žinodami vienos funkcijų sin a, cos a, tg a, ctga reikšmę ir 
intervalą, kuriam priklauso a, apskaičiuokite kitų trijų funk- 
cijų reikšmes: 


£40. sin a=0,8, 0<a< F 641. cos a= — 2 i Ž<a<a. 
642. tg a=3 1. a<a< Ža. 643. ctg a= — FI $ a<a<2n. 


Apskaičiuokite reiškinių reikšmes: 


644. sin a cosa, kai ctg a=3 ir nac. 


I+tg a : ER VE 
645. p kai cos a= i3 79 n<a<2n. 


cos a+ctg a 
ctga 
647. Raskite sandaugą sin a -cos a, kai sin a+cos a= m. 
648. Apskaičiuokite skirtumą sin c— cos? a, kai sin a—cos a=m. 
649. Raskite sumas tg? a--ctg? a ir tg? a+cte? a, kai tg a+ctg a= 
= M. : 


646. , kai sin a= E ir 5 <a<a. 
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650. Raskite suma sint a+costa, kai sin a+cos a— a. 
651. Apskaičiuokite cos? a cos? p— sin? a sin? B, kai cos? a+ cos? B= 
=m. 
652. Apskaičiuokite sin a, kai 2ctg?a+7ctg a+3=0 ir 7 <a< 
Ta 
r 
Suprastinkite reiškinius: 
1—tg? a) ctg o 
653. (1--ctg a)?-- (1—ctg a)?. 654. Cil. 
l+tga+tga _ 1—4 sin? a cos? a 
655. 1+ctg a+ctg?a ` 656 (cos a+sin a)? 
cos? a —sin? a 
657. tg a+ (1 +cosa sin a) cos a ` 
658. sin? a sin? +cos? a cos? B+sin? a cos? B+cos? a sin? p. 
659. cost a+ sin? a cos? a+sin? a. 
EE 2 Uh 
s p 2 
661. V sin? a(1+ctg a) +cosža(1+tg0). | 
y 1 1 
662. sin? a cos? a [=== + 5====== ==) 2 
od cda: (== (IT cosža) * V1-— cos? a (1--sin? a) 
tga — 1 ctgža | 3cosa ; 
663. cosa maT sina T tga +3sin a. 
664. sin a— V/ctg? a—cos? a, kai n<a<2x. 
Irodykite tapatybes: 
l+cos acosta — 9 
665. serra “COS 0 
sin? a cos? a ; 
666. 1— Itega igo Sina cos o. 
siPa—tg?a , 6 1  .(I—ig^a)* — 
667. cosža-ctgža | tg" a. 668. sin? a cos? a te? a 74. 
cos? a — sin? a A 
669. T+simacosa “COS OTSIN a. 
670. sin? a-4- cos? a+3 sin? a cos? a— 1. 
671. 3(sin* a +cost a) —2 (sin? a4- cos a) — 1. 
672. sinš a(1+ctg a) +cos a(1--tg a) =sin a+cos a. 
673. sint a4- cos* a — sin? a — cos? a— sin? a cos? a. 
674. (tg a+ctg a) (1+c0s a) (1—cos a) =tg a. 
675. (1+tg? a) (1+ctg? a)tg? a— (1—tg? a)?—4 tg? a. 
: 2sina cosa—cosa _ : 
676. I+sinža=sina—cos*a ctg a. 
sia — co?Qg .— ,» — 
677. sec? a+ Teta Itega te? a=1. 
678. sin? a+ sin? B—sin? a sin? B+cos? a cos? B=1. 
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679. 2 sin? a— cos? a (tg? a+ctg? a) + (tg a—ctg a)?—tg? a—1. 


680. tg a+ a osa 

681. tg a(cos a—sin a) + a =sin a. 

682. y = pnma 7240, kai $ <a<a. 
683. Y T E DS =2 ctga, kai n<a< 2n. 


$ 4. TRIGONOMETRINIU FUNKCIJU PERIODISKUMAS 
IR REDUKCIJOS FORMULES 


Apibrėžimas. Funkcija y=[(*) vadinama periodine su 
periodu T>0, kai su kiekviena x reikšme iš šios funkcijos apibrė- 
žimo srities taškai (x-- T) ir (x —T) irgi priklauso apibrėžimo sri- 
čiai ir yra teisinga lygybė 


Hx) =H(x+T). (14) 


Kai skaičius T yra funkcijos y=f(x) periodas, tai skaičius AT, 
kai k — bet kuris sveikasis skaičius, nelygus nuliui, irgi yra tos 
iunkcijos periodas. E 

Kalbant apie funkcijos periodą, paprastai'turimas galvoje ma- 
Ziausias teigiamas periodas. Funkcijų sin a ir cos a periodas yra 
2a, arba 360°, o funkcijų tg a ir ctg a — x, arba 180°. Taigi 


sin (a+2x1) =sin a, 


cos (a 4- 2x) —cos a, 
tg(a-- x) —tg a, 


ctg(a-- x) —ctg a. 
Taip pat aišku, kad 


sin (a+2kx1) =sin a, 


cos (a +2kx) —cos a, 
tg(a4+-kn)=tga, 


ctg (a-- x) —ctg a, kai kez. (15) 
Iš trigonometrinių funkcijų apibrėžimo išplaukia šios lygybės: 


sin(—a) — —sin a, 
tg(—a) =—tg a, 


Matome, kad funkcijos cos a ir seca yra lyginės, o visos ki- 
tos — nelyginės. 

Dažnai tenka bet kokio argumento trigonometrines funkcijas 
pakeisti tokiomis, kurių argumentas a€] 0; 5 [, arba 0*<a< 90“. 


Parodysime, kaip tai daroma. 

Taikant (15) ir (16) formules, bet kokio argumento sinusą ir 
kosinusą galima pakeisti teigiamo argumento, priklausančio in- 
tervalui [0; 2n[, arba 0" Sa< 360", sinusu ir kosinusu, o tangentą 
ir kotangentą — teigiamo ir mažesnio už x, arba 180“, argumento 
tangentu ir kotangentu. Pavyzdžiui, cos 915°= cos (360° - 24195)*= 


cos(— a) —cos a, 
ctg(—a) =—ctg a. (16) 
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— cos 195°; m 6c a)--sin64 5 n= —sin (3-2: £) S 


A Jl o o o o | 
=—sing = — y; tg 800*—tg(180* - 4-- 80*) =tg 80% ctg(17L x)= 


6 
A . 
=ctg (I72+ i) 4 =: 
Kampai a ir B= ŠŽ = —a, kurių suma lygi + , vadinami papil- 


domaisiais kampais. Nesunku įsitikinti, kad 
sin e —a ) =C0S a, COS (5 —a ) =sin a, 
tg (3 —a ) =ctg a, etg (Ž -a)-tg o. (17) 
(17) formulėse vietoj a įrašę — o, turime: 
sin (= +a ) —cos(— a) —cos a, 
cos (2 ta ) =sin (—a) = —sin a, 
tg (5 +a 
ctg (2 +a 


(18) 
) =ctg(—a) =—ctg a, 
) =tg(—a) =-tg a. 


Dviejose pirmosiose šių formulių vietoj a įrašę Žo, gau- 


name: 
sin (1+a) =sin (HE +a JJ» cos (5 ta ) — —sin a, 

3t n 

PERT 


cos (1+a) =cos ( +( +a )) 7 —sin ($ +a ) = —cos a. (19) 


Analogiškai 
sin (Fa+a) =sin (5 + (1+a)) =cos(1+4) — — cos a, 
cos (2-a-a ) — cos ($ + (1+a)) 2 — sin (s--a) =sin a. (20) 
(19) ir (20) formulése vietoj a jra$e —a, turime: 


sin (1—a) =sin a, 


cos(1—a) — —cos a, (21) 


sin (F1—a) =-cos a, 
COS (5 — )= i 
9 1 0)=-—sin a. 
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IIS BEBE Op 


Atsižvelgę į tai, jog trigonometrinés funkcijos yra periodinés, 
gauname dar keturias formules: 


sin (21—a) =sint—a) = —sin a, 
cos (21 —a) —cos(— a) —cos a, 
te(n—a) =tg(—a) — —tg a, 
ctg (n—a) =ctg(—a) =—ctg a. 


(22) 


(17) —(22) formulės vadinamos redukcijos formulėmis. 

Įsiminti šių formulių nereikia. Užtenka žinoti taisyklę, kaip 
jes gaunamos: 

1. Kai formulėje yra skaičiai nta ir 2n—a, arba kampai 180?-- 
+a ir 3607—a, trigonometrinės funkcijos pavadinimas nesikeičia, 


kai yra skaičiai 2 +a ir Š ato, arba kampai 90°+a ir 270* xa, 


funkcija keičiama į kofunkciją (sinusas — į kosinusą, tangėntas — 


į kotangentą ir atvirkščiai). 


2. Prieš redukuotą trigonometrinę funkciją reikia rašyti tą 
ženklą, kurį turi redukuojama funkcija atitinkamame ketvirtyje, 
tariant, kad a yra pirmojo ketvirčio argumentas. 

1 pavyzdys. cos 2005? pakeiskite smailiojo kampo trigono- 
metrine funkcija. 

Sprendimas. cos2005” = cos (360° - 54-205”) =cos 205*= 
=cos(180" 4- 25?) = — eos 25”. 

2 pavyzdys. Apskaičiuokite sin 1 200*. 

Sprendimas. sin 1200°= sin (3607 -3 + 120?) = sin 1287= 


= sin (90° +30*) =cos 30?— EZ E. 


3 pavyzdys. MER es tg (785a ) 1 


Sprendimas. tg (78$ 2) - —tg 82 a7 —tg (8n+ Ža)= 


=— tg 2 1=-tg (1— 3) =tg 37Y3. 


4 pavyzdys. Suprastinkite reiškinį 


1—2 cos? (0-21) _ = (E => "EE 
ESSEN CE tg 2 a)sin ŠE. 
sin (1—a) sin pi +a) 

1-2 cos? (a—2x) 


Sprendimas. ) 
sin (1— a) sin ($ +a) —tg (5 -a) sin == 


„ 1-2cosža | 1—2 cos? q+cos?a — 


1—2cos?q , cosa 
=- cg a«(-1)= 223204 $2 
sin a cos a i sin a cosa sin a sin a cos & 
1—cosža sinta 
ES tl 
sinacosa  sinacos& 


5 pavyzdys. Įrodykite tapatybę 


sin 1 150?-- cos 1 460? 4- cos 1 060? — sin 650? — cos 880? —5 sin 70°. 
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Sprendimas. sin 1 150?--cos 1 460?--cos 1 060°— sin 6507 — 
— cos 880°= sin (3 - 360? + 70%) + cos(4 - 3607 -- 20?) + cos (2 - 360^ + 
4-340?) — sin (360? -- 290?) — cos (2 - 360?-- 160?) = sin 70?-- cos 20^ + 
-- cos 340? — sin 290? — cos 160? — sin 70? 4- cos (90? — 70?) + cos (270? —- 
4- 70?) — sin (360? — 70?) — cos (90? -- 70?) — sin 70? -- sin 70? -- sin 70*+ 
--sin 70? J- sin 70?—5 sin 70“. 


Pratimai 


684. 


685. 
686. 
687. 


689. 


690. 
691. 
692. 


693. 
694. 
695. 


696. 


697. 


698. 
699. 


700. 


701. 
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Apskaičiuokite: 
1) sin 540°; 2) cos(—855°); 3) tg 300°; 4) ctg(—600°); 
à; TT. 3 1 
5) cos 221; 6) sin TĖm; 7) te(—-Ž-a); 8) ctg(—13 x). 
A . I ; 
8 sin 5 cos 27 ntg = etg a è 
2 cos 600°+ sin 300° ctg 510°. 
2 sin? 17 + tg2%% ctg dE. 688. 
2 sin 660°—sin 630° 
3 ctg 1020?--2 cos (— 660°) * 
Suprastinkite: 
"EL. 3x > 
sin (z +a) +cos(1+a) +tg (E —aJ +ctg(21—a). 
cos (a +45°) +cos (a+ 135°) -- cos (a.4- 225?) +cos (a+3157). 


5) sin («4-5 —sin?(a— x) sin? (a-4- x) —cosž(a+ x) X 


xcost(a— =). 


tg (—150?) cos (—210?) cos (—60?) 
ctg (—240?) sin (—330?) : 


sin (a— 


sin? (n—x) +tg?(1—x)tg? E +x) +sin (5 +x) cos (x — 2n). 
cos? 356? — cos? 156? 4-tg 100? tg 350° 
1g? 70 ctg? 162° * 
E 590° + sin 111° ) (25 279? + ctg? 950? | 
cos?320? ^ cos 159? / Asin 549” * sin? 400? / " 


3 
sin?(a — x) — 7 n—oa ) sin(zx4-a) 
71 A Ee Quo eos . 
tg? (s -a cos (ax) sin? (a- z) 


tg(n—a)ctg?(a—n)—tg?(a—2x)tg? E a—a) 


ig (a- s) (soe (a— 71) +sint( n+a )) į 
Apskaičiuokite tg(270*—a), kai tg a=0,6. 


Kam lygi cos(2n—a) reikšmė, kai tg a= — 2 od 5<o<m 


40 
Apskaičiuokite ctg(x—a), kai cos a=% ir Ža<a<2a. 
Įrodykite tapatybes: 

sin 395? sin 505°+ cos 575? cos 865? -tg 606? tg 1 104*=2. 


202 sin(360*—a) tg (90°+a)ctg(270°—a) _ 
2 cos (360*+0)tg(180*+a) . EX 
703. tg 10° - tg 20”-...-tg 807=1. 


l. 


704. sin(2n—q)te (22-9) — cos (p— x) —sin(q— x) =sin q. 


705. (sin (5 -a) sin (a—a)) -- (cos (3:5—o)4-cos(22—a) ) =2. 


sin (x-- a) cos ($ n-a) tg ( = z) 


706. —— ———————— —ctg? a. 
cos (s +a) cos ($ xta) tg (14-2) 
707 maro) le (zate) (n—a)+1=0 
i dga) g(n—a =0. 


sin (5 z-a) 


708. Sedo E a ei E Koa dup (5 +a) pia (s E ) isp Sa =sin a. 


ctg(x—a)sin (Sto ) 


n 
(a*—b?)ctg (n-a) (+ b)tg ($ —a) 
i (Z a) ctg (1— a) 
9- 


x 
cos? EB -a) cosž(1+a) cos? (3n—a)sin?(5n+a) | 1 
1 — cos? (x 4- a) 1—sin?(4x—a) Uu 


711. 3 (sint(fx+a) +sins(5a—a)) —2 (sins (5 —0 )+ 


709. = —2a2. 
710. 


-sin*(3x--o) ) =1, 


$ 5. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ GRAFIKAI 


1. y=sinx. Žinome, kad ši funkcija apibrėžta visoje skaičių 
tiesėje. Kadangi ji yra periodinė (jos periodas lygus 2x), tai pa- 


kanka nubraižyti jos grafiką bet kurioje 21 ilgio atkarpoje, 


a- 


vyzdžiui atkarpoje [—35 x]. Pirmiausia nubraiZysime grafiką, kai 


0Sx<n. Sudarykime šios funkcijos reikšmių lentelę: 


HE E 3v LŽ 2 3 5 
x 0 6 4 3 2 s* E gT 
M SENA = = 
sinx 0 24 y2 LAE] 1 LA. TE L3 
2 2 2 2 2 2 


34 pav. 


Atidėję atitinkamus taškus koordinačių sistemoje ir sujungę 
juos ištisine linija, gausime kreivę, pavaizduotą 31 paveiksle. 
Remdamiesi tuo, kad ši funkcija yra nelyginė, nubraižysime jos 
grafiką, kai x=[— a; n]. 

Funkcija y=sin x yra periodinė, todėl bet kuriuo postūmiu per 
2n ašies Ox kryptimi jos grafikas atvaizduojamas į jį patį. Taigi 
funkcijos y=sin x grafikas visoje apibrėžimo srityje R gaunamas 
32 paveiksle pavaizduoto grafiko postūmiu ašies Ox kryptimi ats- 
tumu 2nk, kai keZ (33 pav.). Gautoji kreivė vadinama sinusoide. 

2. y=cos x. Šios funkcijos grafikas vadinamas kosinusoide. 


Iš redukcijos formulių žinome, kad cos x=sin ( x+ 5). Todėl 


funkcijos y=cos x grafikas yra sinusoidė, perkelta į kairę per 5 
(34 pav.). 

3. y=tg x. Iš apibrėžimo aišku, kad funkcija y=tg x turi pras- 
mę intervaluose -5 +kn<x< 5 +kn, keZ. Kai x= en r, 
keZ, funkcija y=tg x neapibrėžta. Kadangi tangento mažiausias 
periodas lygus x, tai pakanka nubraižyti šios funkcijos grafiką bet 
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kuriame x ilgio intervale. Imkime intervalą |-7:; sl Pirmiausia 


nubraižysime grafiką, kai 0Sx< 5 Sudarykime funkcijos reik3- 
mių lentelę: 


Za) R) EA Li 
* 0 12 6 A AK M CE. 2 
tg x | 0 |027 ya 1 | V3| 373 | 576 | neapibrėžta 


Atidėję taškus koordinačių sistemoje ir sujungę juos ištisine 
linija, gausime 35 paveiksle pavaizduotą kreivę. Remdamiesi tuo, 
kad ši funkcija yra nelyginė, nubraižysime jos grafiką, kai 
xe In : El (36 pav.). 

Funkcija y=tg x yra periodinė, todėl bet kuriuo postümiu per 
x ašies Ox kryptimi jos grafikas atvaizduojamas į jį patį. Vadi- 
nasi, funkcijos y=tg x grafikas visoje apibrėžimo srityje Jen- T, 


kx zl , ke:Z gaunamas 36 paveiksle pavaizduoto grafiko pos- 


tūmiu ašies Ox kryptimi atstumu nk, keZ (37 pav.). 
4. y—ctg x. Ši funkcija apibrėžta intervale kn<x<n+ kn, 
keZ. Kai x=kn, kEZ, ji neapibrėžta. Braižydami funkcijos y= 


36 pav. 
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=e a n a a e a a a 


— — — M — MÀ — — i 


38 pav. 


/ 


=ctg x graliką, remsimés tapatybe ctg x=-—tg ( et. Funkci- 
jos y=ctg x grafika gausime, pastūmę kiekvieną funkcijos y=tg x 
grafiko kreivę ašies Ox kryptimi atstumu 7 ir kiekvienam gauto- 
o taškui radę simetrišką tašką ašies Ox atžvilgiu (38 
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$ 6. SUMOS IR SKIRTUMO FORMULĖS 


Sakykim, vienetiniai vektoriai er OB, ir e;— OPg su koordi- 
načių ašimis sudaro kampus a ir B (39 pav.). Nesunku įsitikinti, 
kad vektorių e, ir ez koordinatės yra (cos a; sin a) ir (cos p; sin p). 
Išreikškime vektorių e ir pt skaliarinę sandaugą dviem būdais: iš 
pradžių pritaikykime apibrėžimą, paskui — formulę, kuri išreiškia 
vektorių skaliarinę sandaugą, kai žinomos jų koordinatės. Gau- 
sime 

ejez=]61] - |ê] - cos (a— B) — cos (a—), 

Ars cos a cos B+ sin a sin f. 

Iš čia 

cos (a — p) —cos a cos $+ sin a sin $. (23) 
(23) formulėje vietoj B įrašę skaičių (— p), turime: 

cos (a-- B) =cos a cos( — p) +sin a sin(— p). 

Žinome, kad cos(— 8) =cos B ir sin(—) — —sin p, todėl 

cos (a4- B) —cos a cos B—sin a sin B. (24) 

sin(a +) rasime, pritaikę (17) ir (23) formules: 


sin(a +) =cos (5 (a+ p) ) = COS ((5 —a ) —p )= 


: 5 : : : 
= COS (5 —a cos B+sin (ž-a) sin B=sin a cosf+cos a sin f. 


Gavome sin(a+) =sin a cos B+cos a sin p. (25) 
(25) formulėje vietoj f įrašykime skaičių (— p): 
sin(a— B) =sin a cos B—cos a sin p. (26) 


Sumos ir skirtumo tangento 
formules išvesime, remdamiesi 
sumos ir skirtumo kosinuso bei 
sinuso formulėmis. Turime: 

sin (aß) 

tg (a: B) = cos(a=B) 

. Sina cos pcos a sin B 

~ cosa cos f-Fsinasinp ' 


Sios trupmenos skaitiklj ir var- 
diklį padaliję iš cos a cos Bye 
40, gauname: 
t t 
te(a+p)= EE. (27) 

tg a—t 
tg(a-8)- E (28) 
| pavyzdys. Apskaičiuo- 
kite cos 105”, 39 pav. 
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Sprendimas. Aišku, kad 105°=60°+45°. Kadangi 60° ir 
45* kampo sinusai ir kosinusai žinomi, tai pritaikę sumos kosinuso 
formulę, turime: 


«es 105" — cos (60°+ 45°) = cos 60° cos 45*— sin 60° sin 45°= 
L.YZ V$ VE_VE- V3 


2m X E 4 
2 pavyzdys. Apskaičiuokite sin(a—B), kai sin a=-2, 
cos B— — <, a yra IV ketvirtyje, o — III ketvirtyje. 


Sprendimas. Pakeitę (26) formulėje trigonometrines funk- 
cijas cos a ir sin B funkcijomis sin a ir cos p, turime: 


sin(«—f) = sin a cos $—cos a sin B=sin a cos $— 
= PEPSI | l 9 1 
— Y 1—sin? a O (DY 1-2. ]- ee 
rus —„3+ Vio. 
-Ž+V i. 16 is 16 


3 pavyzdys. Suprastinkite reiškinį 


cn Ste (5 oo) (Z +99) 
— Ma 
me +B) +ctg E -s8) 
Sprendimas. Tangentus ir kotangentą keičiame sinusais 


bei kosinusais, paskui taikome sumos ir skirtumo kosinuso for- 
mules: 


n x 
| sin (F +8) sin (5 cs) 
sin y =li +p) (4 +38) _ TE (£ +38) " 
tg e +8) +ctg (5 -38) sin in (3 +8) cos cos ($ -38 B) i 
x 
SEES 


ME 
os e +B) cos (4 38) —sin e +B) sin (ž4 
cos a +8) cos (5 +38) 
T. 


cos IE 48) sin (2 -3p) 
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eos ^ +8+3 +38) cos (5 +8) cos (£-5 +38) | 
Laut E AS ST L MT) p 
vos(Ž +B- Z +38) cos (i +B ) cos (5 +3p) 


cos (5 +48) -sinap 


= cos 48 cos 4B — tg 4B. 
4 pavyzdys. [rodykite tapatybe s 
sin? a-- sin?(120? 4- a) -- sin?(120? — a) = = 


Sprendimas. dido s agi a) + sin?(120? — a) = 
—sin? a + sin?(90? 4- (30? + a)) + sin?(90* + (30° — a)) = sin? a+ 
+cos?(30°+a) + cos? (30? — a) =sin? a + (cos 30° cos a — sin 30° X 


3 
Xsin a)2+ (cos 30? cos a + sin 30° sin a)?= sin? a + (V3. cos a— 


12 2 
=> sin a) (cos a-- 3 sin a) =sin? a+ 


T (3 cos? a—2V 3sin a cos a+sin? a+3 cos? a + 
--2V 3 sin a cos a--sin? a) =sin? oi (6 cos? a. +2 sin? a) = 


d li 3. 3 9 5 3 
= sin? a+ Ž (1—sin? a) + 4 sin? a— 5 sin? a+ 5 — sin? a— 5. 


Pratimai 


712. Apskaičiuokite: 
1) cos 759; 2) sin 75^; 3) sin 105°; 4) sin 15°; 


o. tg 75? 
5) cos? 15°— cos? 75°; 6) THERE i 


713. Apskaičiuokite: 


1) ctg 40°—tg 20° | 2) 1+tg 24n tg 0,157 
ctg 40° tg 20°+1 ” tg 2,41—tg 0,157 


714. Apskaičiuokite cos(a--B) ir cos(a— p), kai sin a=2, sin p— 
=0,6, o a ir B yra I ketvirtyje. 
715. Raskite sin(a4+) ir sin(a—) reikšmes, kai sin a= — 


cos B= 0,96, a<a<ha ir 0<p<F. 


ale 


716. Apskaičiuokite sin Ep ir sin(o—), kai tg p ctg B= 
AE. 0<a< 5 eo 7 «B«n. 


33” 
717. Apskaiciuokite sin a, kai sin (2 —a ) =-—0,1 V 2 ir n<a< 
3 
< ya 
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718. 


719. 


720. 


721. 


722. 
723. 


724. 


725. 


727 


729. 


731. 
732. 
733. 


734. 


735. 


736. 


737. 


738. 


739. 
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* 2sinasin f--cos(a-- B) " 


Kam lygi sin(65”+a) reikšmė, kai sin(20”+a)=0,6 ir 0°< 
<a<30% 


Apskaičiuokite cos(60?--a) ir cos(60“—a), kai sin a=-E, 
270"<a<360". 
Irodykite, kad c+8=Ž, kai tga=3, tg B—7 
I ketvirtyje. 

Įrodykite, kad a-FB—135*, kai ctga=2, ctgB— 4 ir a, B 
yra I ketvirtyje. 


3 oair B yra 


Suprastinkite: 


cos 10?-- cos 11? cos 21? 4- cos 69? cos 79°. 
sin 20? -- sin 13? sin 57? —sin 33? sin 77”. 
cos 18? cos 28?-- cos 108? sin 208? 
sin 34? sin 146? --5in 236? sin 304? * 
sin(a +ß) —cos a sin B 796, $959 cos B—cos(a+ B) 
sin(a— f) +cos a sin p ° * cos(a. -B) —sinasinf * 

V 2 cos a—2 cos (45?— a) 
"2sin(30*+a) — V 3sina ` 

tg 1,67 — tg 0,89 

* ptg 1,67 tg 0,89 * 


sin(a-4-B) —2 sin a cos f 


sin (30? -- a) —cos (60^-- a) 730 
sin (30? - a) -- cos (60?4- a.) ` 


]rodykite tapatybes: 


2sinBcosa-rsin(a—B) | 
2 cos a cos B. — cos (a— B) =tg(a+ß). 
cos a.d- cos(120* — a) +cos(120°+a) =0. 


sin(a-- B) cos(a — B) -- cos(a-- B) sin(a— B) 


cos (a-- B) cos (a— B) —sin(a-- B)sin(a — B) > 
EUN TA ass M 
tgle+B) +ctgB — E 22 
cos (y x, | 
tg? a— tg? 
tga+tgB__ tg a—tg p = 
tg(a+B) tg(a-p) - E 
sin?(a-& +sin? == P 
Putas TIE atte R 
V 2 cos a—2cos(45"4a) _ 
2 sin (45°+a) — V 2sin a 
sin a+2sin(607—0) | V3ctg a 


2cos(307—a) — V3 cos a 


§ 7. DVIGUBO ARGUMENTO EBIGONONMPETRENOS 
FUNKCIJOS 


Tarkime, kad a= p. Tuomet iš (24), (25) ir (27) formulių gau- 
name tokias dvigubo argumento formules: 


cos 2a.— cos? a — sin? a, (29) 

sin 2a —2 sin a cos a, (30) 
exo iga 

tg 2a Tia (31) 


(31) formulė turi prasmę, kai yra apibrėžtos reikšmės tg a ir 
tg 2a, t. y. kai a 7 +5 k, keZ ir a 5 +am, mez. 


(29) formulės dešiniąją puse išreiškę kosinusa (sinusu), gau- 


name formules: 
cos 2a=1—2 sin? a, (32) 
cos 24=2 cos? a—1. (33) 
Remiantis šiomis formulėmis, galima apskaičiuoti costa ir 
sin? a, kai žinomas cos 2a: 
1 2a 
cos? a= LB n (34) 


sin? a= moste, (35) 


Remdamiesi tapatybėmis cos? 5 = sin? = cosa, sina = 

20€ i a“ 5 . . .. " 
=2 sing cos" cost -- sint — 1, trigonometrines funkcijas sin a, 
cos a ir tg a išreikšime pusės argumento tangentu. 


3 a a 
2 sin y 005 5 


Aišku, kad sin a= 


a 
2 — in2 — 
cos 2 +sin 9 


Dešinėje lygybės pose esančios trupmenos skaitiklį ir var- 
diklj padalije i$ costo, turime: 


. (36) 


a 7 a 

; y cos? y —sin? 7 ; 

Analogiškai cos a= ——7— ———7- ; iš čia 
cos? y +sin? -y 


a 
l-t F 


cos qa = . (37) 
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Iš (36) ir (37) formulių gauname: 


gq A (38) 


1 pavyzdys. Be lentelių apskaičiuokite reiškinio cos 207 X 
Xcos 40? cos 80” reikšmę. 
Sprendimas. Duotąjį reiškinį padauginame ir padalijame 


i$ 2 sin 20*: 
o o o 2sin 20? cos 20? cos 40? cos 80 _ 
cos 20? cos 40? cos 80”= 2 sin 20 


..Sin40?cos40?cos 80?  2sin 40? cos 40? cos 80 — 


2 sin 20? 2-2 sin 20? 
— sin 80° cos 80° _ 2 sin 80° cos 80° _ sin 160? _ 
~ 4sin202 — 2.4sin20* 8 sin 20% — 
E! sin (180°—20°) — sin 20° + 
. . 8sin 20? 8 sin 20? ^ =0,125. 


- 2 pavyzdys. meom reiškinį 
m 
ctg? (20- ax) —tg? (204 30) i 
4 sin (4a- $) 
cte (2a— 2) -tgs (204 E) > 


in ($ —4a) 
—4sin 2 —40 


Sprendimas. 


—4 cos 4a 


= A ii T" I RTT 7 = 
ag (7 -2a) -te (5 +2a) ds 


a 4cos4a _ _ 4cos 4a sin? 2a cos? 2a | 
^ œs?2a sin?2uü  cost2a—sint2a 
sin? 2a cos? 2a 
cos 4a (2 sin 2a cos 2a)? ... cos 4a sin? 4a 
^. (cos? 2a--sin? 2a) (cos? 2a —sin? 9a) cos 40 


=sin? 4o. 


2 sin a—3 cos a „kai t $3. 
4sina+5cos a” 8 
Sprendimas. Taikome (36) ir(37) formules: 


3 pavyzdys. Apskaičiuokite 


o a 
21g y ld. 
— 2 


ai 
2sina-80sa — ltte 9 — ttg"; 
4sina+5cosa 


a“ [04 
21g blu 
"has a“ 
lig? y Digi 
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a“ 
ateg 34315 4:3-3+3-2 _ 
AMAS —=>—225 
T8-315-5-3 2 


Big 45—51tg? y E 
4 pavyzdys. Įrodykite tapatybę 
1— i sin? 2a — cos*.a— sin? a 
Sprendimas. 1 — y sin? 2a — costa = 1 — sin? a cos? a — 


— cost a= (1— cos? o) (1-- cos? a) — sin” a cos? a= sin? a(14-cos? a) — 
—sin? a cos? a=sin? a (1-4- cos? a — cos? a) =sin? a. 


Pratimai 

Apskaičiuokite: 
740. sin 2a, cos 2a, tg 2a, kai cos a= — Sir sin a>0. 
741. tg 2a, tg 4a, kai tg a= —2. 
742. cos a, kai sinz-7 V2- vs. 
743. sin 2a, cos 2a, kai cos ge a ir 2 2«a«2n. 
744. sin a, cos a, tg a, kai tg 7- —0,5. 


: 2. a T 
745. tg 6a+ ——, kai tg 30=1 3 ir 149€. 


IE 
746. sin 2a, kai 3tg? a—l0tg a--3—0 ir cac 97, 


747. ctg 2a, kai sin(a—90*) = — È ir 270 <a <360". 
" 3 2 
748. sin (20+ >). kai tg a=>3. 


5 dažo 
749. 647 sin 2a ' kai ig a=0,2. 


750. tg. kai sin a+cos a=- ir 0°<a<45°. 


751. sin 2x--3 cos 2x, kai tg RO ir ic. ; 
Tr 
i g 


3 


752. sin! 16 Z +sinde +sint YE 5 TSi 


ME 
753. 2sin a cos a(cos? a—sin? a). 
754. cost a—6 cos? a sin? 4 +sin* a 
755. (sin a— cos a)?--sin 2a. 


756. (ctg $ -tg $) sin? $. 757. (ctg 5 —tg 5)te? 2. 


141 


758. 2 cos? (45^— a) —sin 2a. 759. 2 sin? = 
e in2 9 — p 
760. 1—0,25 sin? 2a — cost a. 761. ia 
sin? 24—4 sin? a 2tg 1,50 
762. 4 sin? a+sin? 20 —4 * 763. 1+tg? 1,50 * 
ctg(45*—a) | 
764. ctg?(45?—a) —1 ° 765. sin(180?— a) cos (270?-- a) ctg? a 


766. 


767. 


768. 


769. 


770. 
771. 


712. 


773. 


774. 
119. 
716. 
777. 


778. 
779. 


780. 
781. 
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1—tg? CE - 3) 


(cos (5 +2a) +cos (& — 2a )J— cos 4a. 


Įrodykite tapatybes: 


cos a 
sinža | 


tg? > —ctg? 7 — —4 


a 
sin a ctg y 
—— +1=cosec? = 3 
2 sin? y 
cota __ l; 9 
a a 4 Sin Za. 
tg 3 —ctg 3 
tg? a+ctg? a—6 
tg? a+ctg? a+-2 
4 sin a(1—tg? a) 
(1+tg? a)sec a 


=cos 4a. 


=sin 4a. 


Í rus 
1+tg? „45*— 3) 

2 — 
————7 NEC im i 
tg (ass. z) +ctg (154 3) 
tg (5 tä J- 1+sin 2a : 


cos 20 
sin? a+c0só a= 1— 0,75 sin? 2a. 
mE 2x A 
sin -5 cos = —0,25 tg 5 
PN an Bo 2.9 aint 3) cg du 
4 sing cos > (cos z Sim >) =sin 3" 
cos? a sin a — sin? a cos a— 0,25 sin 4a. 


sin? ($+ a) PNE (s —0) +sin? a=1,5. 


ctg a+ctg 204 => 


ctg? a+tg? a 
ctg? a—tg? a 


—2 ctg a. 


sin PE 


t sin 2a tg 2a — sec 2a. 


tg (90?-- a) ctg (180? — a) +c0s 0? 


182 tg (270? J- a)ctg (180? — a) -- cos 0° 
* sin(1809— a)cos(270?-- a) ctg? a 


783, 25i (45 —e) — (o (45? a). 


cos 24 


1+tg 2a  1—tg2a a 
784. i'd a 008 


785. —_ A — os cos ( 30°+ 5) : 
4 sin (+ E) x] sin (s - X 
gos a—cosda , sima-sinBa „2 

cos a sin a y 


=4 cosec? 2a. 


786. 


$ 8. PUSES ARGUMENTO TRIGONOMETRINES FUNKCIJOS 


(34) ir (35) formulėje pakeitę a į >. turime: 


Iš čia 
cos q + V LES, (39) 
M Ag (40) 
Panariui padaliję (40) lygybę iš (39) lygybės, gauname: 
ter + V die (41) 


Zenklą (39)—(41) formulėse parenkame pagal tai, kuriame 
ketvirtyje yra argumentas =. 
š (39) ir (40) formulių išplaukia formulės 


l+c0s a—2 cos? 7, (42) 
1—cos a—2 sin? 5. (43) 
Pusės argumento tangentą galima išreikšti ir kitaip: 
a _ sina — 1—cosa 
Mig = l+cosa X sina (44) 


l pavyzdys. Apskaičiuokite cos £, kai tga=3 ir << 
<a<z. i 
Sprendimas. 3 yra I ketvirčio kampas, todėl cos 5 >0. 
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Pirmiausia raskime cosa. Kadangi a yra II ketvirtyje, tai 


rr RE NETT 


Tada 
cos <= V Ergo y/ ES LT =0,2 V 5. 


2 pavyzdys. Apskaičiuokite (sin a—sin B)sin a+ (cos a— 
—cos B)cos a, kai sin gb =a, |a|« 1l. 

Sprendimas. (sina — sin f)sin a+ (cos a — cos B)cos a= 
= sin? a — sin a sin f + cos? a — cosa cos B = sin? a + cos? a — 


— (cos a cos $ + sin a sin B) = 1 — cos(a — p) = 2 sin? oz = 2X 


x (2 sin “FÉ cos =: sj =8 sin? EL (1—sin? z£) —8a?(1—«?) 


3 pavyzdys. Įrodykite tapatybę 


3—4 cos 2a.--cos 4a 


=tg4 
3+4 cos 20+c0s 4a tg i 


3—4 cos 2a+cos 4a _ 4—4 cos 2a— (1— cos 4a) m 


Sprendimas. 3+4 cos 20 +cos 4a 44-4cos 2a— (1— cos 4a) 


- 4(14-cos 2a) — 3 sin?2a ^. 8cos?a— 2. (2sinacosa)? . 


8 sin? a—8 sin? a cos?a  8sin?a(l—cos?a)  sinžasinža _ sinta 
8 cos? a—8 sin? a cos?a  8cos?a(1— —sin? a) cos?acos*ao T costa 


Pratimai 
787. Apskaičiuokite sin =, cos = ir tg =, kai: 
1) cosa= 2 As ES sin a=-— zd n«a« 3a 


788. Raskite reiškinių ii cos — Er 39 reikšmes, kai cos 3a= 


=— E ir = <a< 3 : 

789. Apskaičiuokite sin 22°30, cos 22°30’, tg 22?30', ctg 22930". 

790. Apskaičiuokite sin a, cos a ir tg a, kai sin 2a=2 ir 45%<a< 
<90°. 

791. Kam lygus tga, kai cos 20-3 ir 135* <a < 18072 
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Suprastinkite: 
sin a--sin 2a 1—sin 2a 
792. 1--cos a.3-cos 2a. * 793. 1--sin 2a * 
l+cosa  1--cos 2a cos 40° 
794. sin2a ^ cosa ^ 795. ]--sin 40? ° 
]—sin a _a 1 —sin (30? 4-2a) 
190 na B EB 2 7). 797. rra) ' 
- ES 
e Y 2, 799. p Trecia 
; 2 1—cos 2a ' 
[rodykite tapatybes: 
800 1 —cos a.4-cos 2a =ctg > 


sin 2a—sin a 
. + . Q 
sin a +sin > 

2 a 
801. — — ——, =tg 5 - 
1+c0s a.4- cos 7 


1+cos 7 —sin = 
cos 7 —sin y 
2 2 a 
802. — s 


] —cos 7 =sin y 


803. 1:525 tg? (12). 


1+sina 4 
l+sin2e — n 
„804. cos 2a =tg (+ +a). 
805. +, =ctg $ 


sina TT 


3 
1 4-sin 20+sin ($ er 


806. =tg 0. 


3 
1+sin 2a — sin (+ n+2a ) 


807. (cos a—cos p)2-+ (sin a—sin $)?=4 sin? ab, 


$ 9. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ SUMOS IR SKIRTUMO 
KEITIMAS SANDAUGA 


Parašykime 6 paragrafe išvestas (25) ir (26) formules: 


sin (x+y) =sin x cos y-- cos x sin y, 
sin (x—y) =sin x cos y— cos x sin y. 


Panariui sudéje ir atėmę šias lygybės, gauname: ` 


sin (x -- y) +sin(x—y) =2sin x cos y, (45) 
sin(x+y) —sin (x— y) —2 cos x sin y. (46) 
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Pažymėkime 
x+y=0, x-y= P. (47) 
Iš čia 
" Wes VER al UB 
ra A (48) 
Reiškinius i$ (47) ir (48) lygybiu įrašę į (45) ir (46) lygybes, 
gauname sinusų sumos ir skirtumo formules: 


sin a+sin $=2sin 91 cos 22, (49) 
sin a—sin $=2 cos stes sin sE, (50) 


Analogiškai iš (23) ir (24) lygybių 


cos (x 4- y) =cos x cos y—sin x sin y, 
cos (x — y) —cos x cos y+sin x sin y 


išplaukia: 
cos a.-- cos B—2 cos € £P cos E, (51) 
cos a— cos $= —2 sin HE sin B, (52) 


Kadangi sinusas — nelyginė funkcija, tai (52) formulę galima 
parašyti taip: 


cos a—cos B=2 sin 4 sin B= 2, 


Pakeisime sandauga tangentų ir kotangentų sumą bei skir- 
tumą: 


tga+tg B= sin a + 


sinB _sinacosf+cosasinf _sin(a+B) . 


csa-cop cos a cos B cos a cos B? 
tga+tg p= UAB), (53) 
tga—tg B= cosacos 

analogiškai 
ctg a+ctg p= ne , ctg a—ctg p= sinza TEA, (54) 


1 pavyzdys. Reiškinį sin a+cos a pakeiskite sandauga. 
Sprendimas. cosa keičiame sin (5 —a) ir, pritaike (49) 
formule, gauname: 


x a+ “y —a 
sin a+cos a=sin a+sin (5 -a x 2 sin 9 x 
z +a 
a= y o. V2 os (a A FE ( z) 
Xecs — zs = 2: 700 El =Y 2cos la— T) 
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` 


2 pavyzdys. Reiškinį 1—sin a+cos a pakeiskite sandauga. 


Sprendimas. 1—sina+cos a=(1+c0s a) -sin a=2 cos? - 


a a“ a s a“ a 5 T [04 
—2 sin y cos y =2 cos + (cos 7 z ln 3)=2 cos 7 (sin i 
WS DX cJ S 

sin A =4 cos 00 XX 


—sin z)- 2cos 5 *2cos 3 2 4 


PM. d e =e 
Xsin (2 3)= n cos y sin (F— z) 
3 pavyzdys. Sumą q sin a+b cos a pakeiskite sandauga. 

Sprendimas. Duotąjį reiškinį padauginę ir padaliję iš 


V a?4-62, gauname: 


a sin a+b cos a= (sin a+; os a Var. 
2 / q 2 


Koeficientai prie sin a ir cos a turi įdomią savybę: 
a 2 b 2 
(7 zr Hr) =l. 


Todėl, kurį nors vieną koeficientą pažymėjus cos q, kitą reikia 
žymėti sin p. Taigi 


a b 
y ab TOOS O, vag 


=sin g. 


Šias reikšmes įrašę į lygybę, gauname: 
a sin a+b cos a= Y a@?+b? (cos q sin a+sin p cos a) = 
=Važ+6*sin(a+9). 
Atkreipkite dėmesį: iš lygybių cos == in p= —— 
p 1: 15 lygybDIų ọ= pip ong Va 
išplaukia teisinga lygybė tg p=Ż, tačiau, toliau parašę q— 


=arctgĖ, suklystume. Pateiksime pavyzdį. Sakykim, cos p= 
=— um , sinp== LES . Tada tgo=1 ir, tardami, kad g— 
=arctg l, gautume, kad q— =. Bet sinusas ir kosinusas — nei- 


4 
giami, todėl kampas q yra III ketvirtyje. Iš lygybės tgọ=1 iš- 


plaukia p= Sabe us Link, keZ. Kampas bus III ketvirtyje, kai k=1. 


Taigi p= 2 B 
4 pavyzdys. Reiškinį 4 sin? 24”—3 pakeiskite sandauga. 


Sprendimas. 4sin? 24?!—3—4 (sin? 2-4) E (sin "m 
EN V3 jin 24^— 13) =4 (sin 24”+sin 60?) (sin 24°— sin 60?) = 
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=4-2sin 


=4 (2 sin 


m E 


p. 2 2 


—4 sin 84? sin (— 36°) = —4 sin 84? sin 36”. 


5 pavyzdys. Skirtumą 3—ctg?a pakeiskite sandauga. 


Sprendimas. 3-ctgža= (V3+ctg a) (V3—ctg a) = 
o o sin(30*--a) . sin (a — 30^) 
= (ctg 30°+ctg a) (ctg 80 —ctg a) = sin30*sina sin 30°sin a 


sin (30°+a)sin (a — 30?) 


=4 


sin? a 


Pratimai 


808. 
809. 
810. 


811. 


812. 
813. 
814. 
815. 
816. 
817. 
818. 
819. 


820. 


821. 
822. 


823. 
824. 
825. 


826. 


827. 
828. 


829. 


830. 
832. 
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Reiškinius pakeiskite sandauga: 


sin a+sin 2a +sin 3a. 
sin 2a-- cos 4a — sin 6a. 
sin c+sin $+sin(c+). 


cos (74— 5) +cos (3a— zi --sin 4a. 
2 sin 4a —sin 100. +sin 2a. 


sin 16°+ sin 24? -- sin 40°. 
cos 16?4-sin 56? -- sin 50“. 
sin 40°— 2 cos 10? -- sin 20°. 
1+2 cos a+cos 2a. 
sin? (a + B) — cos? a— cos? p. 
sinž(a +) —sin?a — sin? p. 

1 sin (a-- B) 4- cos (a- B). 
1 4-cos a +cos >: 

1— cos? a— cos? B. 

1 —sin?(a4- p) —sin?(a— B). 
1—cos a—3 sin > A 
cos a+sin a +cos 3a+sin 3a. 
1 —sin a4-cos a+ctg = : 

1— sin? 2a — sin? B — cost a. 


ctg? 2a — tg? 2a — 8 cos 4a — ctg 4a. 
1— cos(270? — a) 4- cos (540?-- a) —tg a. 


ctga , ctgp 
ctg a+ctg B+ am eina . 


1—tg a. 831. 0,75— cos? 
V 24-2 cos a. 


o o o An? o e 04? ANO 
24° +60 Bs 24 > 60° S ads 24 E sin 24 ; 60 

o o o o : 9 o 249 — 0° 
24° +60 Š 24°+60 )(2 zin 24*—60 os 6 


2 


2 * 


833. V 3—2 sin a. 


834. 1—4 sin? a. 835. 1—3tg? a. 

836. 3—4 sin? 17°. 837. 1—4 cos? 19°. 

838. 3—tg? 23°. 839. 1— V2 cos a+ċos 2a. 
V2—cos a—sin a "TP. 

840. Taunus . 841. 1-2 cos? >+V3 sin a. 

842. 4 sina—3 cos a. 843. 12 sin 3a+5 cos 3a. 


$ 10. TRIGONOMETRINIU FUNKCIJŲ SANDAUGOS 
KEITIMAS SUMA IR SKIRTUMU 
Panariui sudéje lygybes 


sin a cos B+cos a sin B=sin(a+PB), 
sin a cos f —cos a sin f—sin(a— B), 


2 sin a cos B—sin(a-- p) 4-sin(a— B); 


sin a cos B= + (sin (a+b) +sin (a— B) ). (55) 


Analogiškai panariui sudėję ir atėmę lygybės 


cos a cos B+sin a sin f —cos(a— p), 
cos a cos B—sin a sin B—cos(a-- B), 


gauname: 
cos a cos B= + (cos(a— B) --cos (a--B)), (56) 
sin a sin B— (cos (a— p) — cos (a--B) ). (B7) 


1 pavyzdys. Reiškinį 4 cos? a sin a pakeiskite pirmojo laips- 
nio trigonometrinių funkcijų suma. 


Sprendimas. 4 cos? a sin a=4 ( sina = 2sina+ 


2 
2 
+2 sin a cos 2a = 2sina + 2- E (sin 3a + sin(—a)) = 2sina + 


+sin 3a— sin a=sin a +sin 3a. 
2 pavyzdys. Įrodykite tapatybę 


2, 90 sce LI 
sin? > —sin? 5 
2 2 —2cosa 
, 39a NE a 
cos 2 —COS 2 cos 2 


20 30 I 
S sin? 759" —sin? y 
Sprendimas. ———— E 


— a 5a 
gs 2 Im 
2 $79 Cos y 
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„ „30 2. A 
2sin? g —2si'gy  1—cos3a—1+cos a " 


3a 5a a  1+cos 3a—cos 3a—cos 2a 
2 cos? 2 —2 cos 2 “os y 


..cosa—cos3a _ —2sin2asin(—a) _sin2asina _ 


1—cos 20 2 sin? a sin? a 


2 sin a cos a sin a 
= =2 cosa. 
sin? a 


Pratimai 


Irodykite tapatybes: 
844. 2 sin 10? sin 40°+cos 50*= E 
z E11 5 m 
845. cos 2a --2 sin (a+ 5) sin (a— 5) = 0,5. 
846. cos? a—cos(30%+a)cos (30? — a) =0,25. 
847. 8 cost a —384-4 cos 2a-- cos 4a. 


848. 4 cos > cos a sin = =sin a--sin 2a+sin 3a. 


sin (1804 a) E py 2 
849. asin (204 2) sin (7 ES = COS (40 + 3) . 
sin 20°+ 7 sin (70*— 4 
850. 4 sin a sin (60°— a)sin (60? -- a) —sin 3a. 


851 sin? 2,50—sin? 1,5a 


AAA — c 4 gin? a. 
cos 3a cos 2a +sin 4a sin a 


$ 11. ĮVAIRŪS UZDAVINIAI 


cos 2a 


syo ; OT ax 
1 pavyzdys. Apskaičiuokite x vs kai sin (Za) = 
cos (5 +a) 
a2 i z 
=33 0<a< 7: 

Sprendimas. Atskirai apskaičiuojame cos 2a ir cos( $+ a): 


cos 2a=cosža —sinža= (cos a+sin a) (cos a— sin a) = (sin (s —a) + 
A A E T „ X T Tr. T 
+sin a)(sin (Ha) sin a)=2 sin-¿C0s ($-«)2 cosqsin (5 a)= 
V? v2 (s ) . (n A Sy m“ = 
ECTS "y cos (qa sin (Ea =2- 18 1 —sin (F-a)= 
ES. - (& 2 10.12. 
"18 13) SEE: 


ps G +a) =sin (54 -«) =sin (7 —«)- js ; 
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Gautas reikšmes įrašę į duotąjį reiškinį, turime: 


cos 20 21125, 5 _] I 
E ) 13 18 “1 
cos ta 


Atsakymas. 1E. 
2 pavyzdys. Patikrinkite lygybę 
ctg 70°+4 cos 70°= V3. 


cos 70° 


Sprendimas. ctg 70°+4 cos 70°= sin; 74 cos 70= 
_ cos 70°+4 sin 70° cos 70° cos 70°+2 sin 140° cos 70?--2 sin 40° | 
Fė sin 70? rj sin 70° ^. sin 70? E 
. cos 7042 sin (70°—30°) _ cos 70? 4-2 sin 70? cos 30?— 2 cos 70? sin 30° 
Sy sin 70° g sin 70° g 
— cos 7094 V3sin 70?— cos 908 — V3. 
sin 70? f 


3 pavyzdys. Suprastinkite 
cos? (45? +a) — cos? (30? — a) + cos 65° sin (75°— 2a). 
Sprendimas.  cos?(45? + a) — cos*(30” — a) + cos 65? X 
X sin (75°— 2a) = $+ -} cos (90*- 2a) — -+ — -4 cos (60^ — 2a) + 
+sin 15° sin (90*— 15°— 2a) = — y sin 2a— + (cos 60? cos 2a + 


--sin 60? sin 2a) 4- sin 15? cos (157420) = — sin 2a— z(y cos 2a + 


ji sin 2a J +sin 15*(cos 15? cos 2a —sin 15? sin 2a) = — Lx 

Xsin 2a— i cos 2g -- 22 sin 2a +sin 15? cos 15? cos 2a— 

—sin? 15° sin 2a — — jsin 2a— i cos 20 — Y sin 2a+ 

+5 sin 30° cos 2a— y sin 2a+ -cos 30° sin 2a= — y sin 2a— 

— cos 2a— V3 sin 2a+ cos 2a— y sin 2+ V3 sin 2a — —sin 2a. 
Atsakymas. —sin 2a. 

Pratimai 


852. Raskite cos 2a, kai 21g? a—7tg a--3—0 ir <a< E, 


853. Apskaičiuokite reiškinio sin 2a+sin 28 reikšmę, kai tga ir 
tg B yra lygties 2x?—7x+3=0 šaknys. 
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14-2 V2 
L, 


854. Apskaičiuokite tes, kai sin x —cos x= 
qu € 5882.» — 0 —— $512 
855. Raskite 4 sin? rum V (sin z +sin x) + (cos z --cos 22) j 
kai 180°<a<270°. 
856. Apskaičiuokite sin? 2x, kai 
1 1 1 ENS 
tg? x Tug x Far X tas xe 
E RIS 1 E VR 
857. Kam lygi reiškinio ¿72 —2 sin 70 reikšmė? 
Suprastinkite: 
sin?(1,514-a) sin? (—a) 
858. ctg? (a — 2x) agi a—1,51) * 
859. 4(sin* a +cost a— sin a—cosf a) —1. 
860. sin? 2a cos 6a -- cos? 2a sin 6a. 
861. V 1+sin z— V 1-sin Ž, kai 0'<a<180”. 
5 
862. Mg A T———————MHM—— . 
1+ Y 32 cost 1—10—8 V3 
863. 8 cos*a—4 cos? a—8 cos? a+3 cos a+ 1. 
864. sin?(135?— 2a) — sin? (210°— 2a) — sin 195? cos(165? — 4a). 
865. Apskaičiuokite reiškinio cos? a — sin? a reikšmę, kai cos 2a = m. 
sin 4a.4- sin 10a —sin 6a 
866. Raskite reiškinio | Gosduki-isniio reikšmę, kai sina-— 
—Ccos a= m. E 
867. Įrodykite, kad a+8=Ž, kai sin a= LES , sin p= += T ir 09 < 
< a«90*, 0*<B< 90“. 
868. Įrodykite, kad funkcija 
f(a) = p cos? a—cos 3a , p sin? a+sin 3a 
cosa sina 
yra pastovi, kai p — pastovus dydis. 
869. [rodykite, kad reiškinio 
1 —cos* (a- Ža) —sin! (a+ $2) 
More sinó a+cosé a—1 EH 
reikšmė nepriklauso nuo a, kai az 5h kez. 
870. Įrodykite, kad reiškinio : 
cos? a +cos? p+cos?(a+q) —2 cos a cos p cos (a+) 
reikšmė nepriklauso nei nuo a, nei nuo 9. 
Įrodykite tapatybes: 
tg (5-5) (1 +sin a) 
871. 2 eig. 
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sina 


872. 
873. 


874. 


875. 


876. 


877. 


878. 
879. 


880. 
881. 


882. 


883. 
884. 


885. 
886. 
887. 


888. 


Vetga+ Vctga+ Viga =t ($- ) 

l/ctg a— Vcga- Viga E 400%) 
tg ate B+ (tg a+tg B)ctg(a-- p) — 
sin? a—4 sin? = iE 
a ci y 
sin? a—4—4 sin? 
2 cos? a—1 


2tg (E -a) sin? (i +a) p 


I sin a—2 sin? (45— 3) 
2) rd 

SM WA — ES = sin 7 . 

cos y 


nu 
ctg e +a) (1+cos (Žž +2) 
SES NN HN 


cos (2«— X) 

1 —sin a—cos 2a +sin 3a 
sin 2a+2 cos a cos 2a  . 
I +cos a. 4-cos 2a.4-cos 3a — 
2 cos? a--cos a—1 

sin a —sin 3a.4-sin 5a 

cos a— cos 3a.-- cos 5a =tg 3a. 
cos 3a 4- cos 2a.-- cos a --cos 0 


—ctg 2a. 


3a a 
a € 
cos a 4-2 cos?  —cos 0 4 à 
sin a+sin 3a. +sin 5a 4-sin 7a eod 
cos a+cos 3a+cos 5a+cos7a ^ 9 20 
ay2 012 
COS @+cos 3) —(sin a+sin > 
sin 2a—sin a 
2(sin 2a--2 cos? a—1) 
cos a —sin a — cos 3a+sin 3a 
92 loy, «| V2 
sin? (E z]- > (a -)—-—si 
472 cos +) sina. 
4 sin? a cos 3a+4 cos? a sin 3a=3 sin 4a. 
8 cost a —4 cos?a — 8 cos?a 4-3 cos a+1 


=ctg —. 


= COSec a. 


8 cost a +4 cos? a—8 cos? a —3 cos al tes 


„sin a—sin B+sin y—sin(a+B+y) 


=t Br 
cos a+-cos B4-cos y--cos (a4- B - y) m 


=2c05 = cos =. 


VII SKYRIUS. TRIGONOMETRINĖS-LYGTYS 
IR NELYGYBĖS 


$ 1. ATVIRKŠTINĖS FUNKCIJOS SĄVOKA 


Tarkime, kad monotoninė funkcija y—f(x) apibrėžta aibėje D 
ir jos reikšmių aibė yra E. Lygybe y=f(x) išsprendę kaip lygtį, 
gauname x priklausomybę nuo y: 


x=8 (y). 


Funkcija x=g(y) vadinama atvirkštine funkcijai y=f(x). 

Apibrėžimas. Dvi funkcijos į ir g vadinamos viena kitai 
atvirkštinėmis, kai D(j)=E(g), E(f) -D(g) ir yo=[(x40))“7*x0= 
=g(yo) su visais xyeD(f) ir yoeD(g). 

Viena kitai atvirkštinių funkcijų x=g(y) ir y=f(x) grafikai 
sutampa. Atvirkštinės funkcijos argumentą, kaip įprasta, pažymė- 
kime raide x, o pačią funkciją — raide y. Taigi vietoj funkcijos 
x=g(y) imkime funkciją y=g(x). Funkcijų y=f(x) ir y=g (x) 
grafikai jau skiriasi. Įrodyta, kad jie yra simetriški vienas kitam 
tiesės y=x atžvilgiu. 

Pavyzdys. Raskite funkciją, atvirkštinę funkcijai y=x%, ir 
nubraižykite jos grafiką. 


y 


40 pav. 
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41 pav. 


„Sprendimas. Iš lygybės y=x gauname x= Y y. Vietoj 
x įrašome y, o vietoj y— raidę x: 


y= y x. 


„Taigi y= Vx yra atvirkštinė funkcijai y=x3. Funkcijos y= yx 


grafiką gausime, atvaizdavę funkcijos y=x3 grafiką simetriškai 
tiesės y=x atžvilgiu (40 pav.). 

Tarkime, kad f(x) — funkcija, apibrėžta atkarpoje [a; b]. Jeigu 
ši funkcija nemonotoninė, tai dvi skirtingas argumento reikšmes 
gali atitikti ta pati funkcijos reikšmė (41 pav.): f(x) =Y0 ir 
[(x2) =Yo. Konstruodami atvirkštinę funkciją, iš sąlygos y=j(x) 
turime išreikšti x=g(y). Tačiau šį kartą yo reikšmę atitiks dvi 
skirtingos argumentų x; ir x» reikšmės. Tokiu atveju sakome, kad 
funkcija, grafiškai pavaizduota 41 i 
paveiksle, atvirkštinės funkcijos 
neturi. 

Funkcija, turinti atvirkštinę, 
vadinama apgręžiamąja, o funkci- 
ja, neturinti atvirkštinės, — neap- 
greziamaja. i 

Suformuluosime teoremg: sri- 
tyje D funkcija yra apgręžiamoji 
tada ir tik tada, kai kiekviena 
reikšmę šioje srityje ji įgyja tik 
vieną kartą. Pavyzdžiui, funkcija 
y=x? kai xe&R, yra neapgręžia- 
moji, nes dvi skirtingas argumento 
reikšmes x¡=2, x»=-—2 atitinka 
ta pati iunkcijos reikšmė y= 
=(+2)2=4. Tačiau, kai xe |[0; 

oo[, ta pačia formule y=x2 api- 42 pav. 


ut 
bs 
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brėžta funkcija jau yra apgręžiamoji. Iš tikrųjų, kai xjz&x», tai 
Ff) — P(x) 2xi1—x22(x1)—x2) (x1+x>). Kadangi xizexs ir x,+ 
+x2>0 (nes x, ir x» yra teigiami arba bent vienas jų lygus nuliui), 
tai f (xi) z&f (x2). Taigi-skirtingas argumento reikšmes atitinka skir- 
tingos funkcijos reikšmės. Todėl funkcija y=x?, kai xex[0; oo[, 
yra. apgreZiamoji. Iš lygybės y=x?, turėdami galvoje, kad x>0, 
randame x= V y. Sukeite raides x ir y vietomis, gauname at- 
virkštinę funkciją y= Vx. Jos grafikas pavaizduotas 42 pa- 
veiksle. 


$ 2. ATVIRKŠTINĖS TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 


.1. Funkcija y=arcsin x. Funkcija y=sin x apibrėžta intervale 
D=]- oo; oo[; jos reikšmių aibė E=[—1; 1]. Si funkcija yra ne- 
apgręžiamoji, nes bet kuri tiesė y=a (|a|<]), lygiagreti ašiai 
Ox, funkcijos y=sin x grafiką kerta daugelyje taškų, vadinasi, ta 
pačią reikšmę y=a sinusas įgyja daug kartų. Išskiriame iš api- 
brėžimo srities atkarpą [5:3]. Sioje atkarpoje sinusas didéja 
ir yra tolydus, todėl jis įgyja visas reikšmes iš atkarpos [— 1; 1] 
ir kiekvieną reikšmę tik vieną kartą. Taigi funkcija y=sin x atkar- 

š X 3 x: m PRACTICE t NE. Ses . 
poje [-ž ; z] yra apgreZiamoji. Atvirkštinė jai funkcija vadina- 
ma arksinusu ir žymima y=arcsin x. Taigi D (arcsin x) =.[—1; 1], 
E (arcsin x) = [-5; 2. Kadangi atvirkštinių funkcijų grafikai yra 
simetriški tiesės y=x atžvilgiu, tai arksinuso grafiką gausime, tie- 
sės y=x atžvilgiu simetriškai atvaizdavę funkcijos y=sin x grafiko 
dalį, esančią atkarpoje [-5: z] (43 pav.). 

Norėdami apskaičiuoti konkrečią arksinuso reikšmę, pavyzdžiui 
arcsinm (|m|<1), turime rasti kampą a iš atkarpos| —5 ; zl: 
tenkinantį sąlygą sin a= m. 

Dar kartą akcentuojame, kad kampas arcsin m (|m|<1) api- 
brėžiamas dviem sąlygomis: 

1) jo sinusas lygus m; 


2) jis priklauso atkarpai [-5: 3) : 


2 6 6 2 6 
Iš arcsin m apibrėžimo išplaukia, kad sin arcsin m=m. 
1 pavyzdys. Įrodykite, kad 


arcsin (— m) = —arcsin m. 


SN ENS | n z n ka a "7 a 
Pavyzdžiui, arcsin 5=%, nes sin => ir Fe —Ž;5|- 


Sprendimas. Pritaikę arksinuso apibrėžimą, apskaičiuoja- 
me sin arcsin(—m) = —m, sin(—arcsin m) = —sin arcsin m= — m 
(prisiminkite, kad sinusas yra nelyginė funkcija, todėl minuso 
ženklą galima iškelti prieš funkcijos simbolį). Iš to, kad dviejų 
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y=arcsin x 


43 pav. 


kampų sinusai yra lygūs, dar negalima daryti išvados, jog ir patys 
kampai yra lygūs. Pavyzdžiui, sin 309 =sin 1507= i nors 303% 
7-150". Norėdami įrodyti reikiamą lygybę, turime parodyti, kad 
tie kampai priklauso tam pačiam intervalui, kuriame funkcija 
kiekvieną reikšmę įgyja tik vieną kartą. Šį sykį toks intervalas yra 


x Zu x ; . XS 2% : 
[-ž: z|- Iš antrosios arcsin m apibrėžimo sąlygos išplaukia: 


— $ <aresin(- m) < 5 
ir 
= 
z 
Padauginę antrąją nelygybę iš — 1, gauname: 


ar a 
= Sarcsin mx 


3t . T 
= y <-arcsin m< PE 


Taigi kampai arcsin(— m) ir —arcsin m yra toje pačioje atkarpoje, 
Lygybė įrodyta. Pavyzdžiui, arcsin( —L2 — —arcsin- A =- $. 

2 pavyzdys. Apskaičiuokite cos arcsin m. 

Sprendimas. Pritaike formule cos a= + V 1—sin? a, turi- 
me: cos arcsin m= V 1—sin? arcsin m= V 1—m2, 

Prieš šaknį parašėme pliuso ženklą, nes arcsin m priklauso at- 
karpai [—3; Z], o šioje atkarpoje kosinusas yra teigiamas. 
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y=arccos x 


44 pav. 


2. Funkcija y=arccos x. Žinome, kad funkcijos y=cos x D= 
=]— œ; oo[, E=[—1; 1]. Ši funkcija taip pat yra neapgręžiamoji, 
nes bet kuri tiesė y=a (|a|x 1), lygiagreti abscisių ašiai, funkci- 
jos y=cas x grafiką kerta daugelyje taškų, vadinasi, tą pačią 
reikšmę y=a funkcija įgyja daug kartų. Išskyrę iš apibrėžimo sri- 
ties atkarpą [0; x], matome, kad šioje atkarpoje funkcija y=cos x 
kiekvieną reikšmę įgyja tik vieną kartą, be to, ji įgyja visas reikš- 
mes iš atkarpos [—1; 1]. Atvirkštinė jai funkcija vadinama ark- 
kosinusu ir žymima  g-arccosx.  D(arccosx)-[—1; 1], 
E(arccos x) = [0; x]. 

Arkkosinuso grafiką gausime, tiesės y=x atžvilgiu simetriškai 
atvaizdavę funkcijos y=cosx grafiko dalį, esančią atkarpoje 
[0; x] (44 pav.). 

Kampas arccos m (|m|<1) apibrėžiamas dviem sąlygomis: 

1) jo kosinusas lygus m; 

2) jis priklauso atkarpai [0; a]. 

r | n n 1. x 

Pavyzdžiui, arccos >+=>, nes cos q => ir 3 el0; x]. 

Iš apibrėžimo matyti, kad cos arccos m= m. 

3 pavyzdys. Įrodykite, kad 

arccos( — m) =n— arccos m. 


Sprendimas. Pritaikę arkkosinuso apibrėžimą, turime: 

cos(arccos(—m))=-—m, — cos(x—arccos m) = —cos arccos m= 
= —m. Antra vertus, 

Oxzarccos(— m) Sa, 

0Sarccos m xz x. 
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Antrosios nelygybės abi puses padauginame i$ —1 ir prie visų ne- 
lygybės dalių pridedame x: 
—n=< —arccos m<0, —1+A<1—arccos m zc 0 4- s, 

Ozcz-—arccos mz n. 

Taigi arccos(—m)e[0; x] ir x—arccos me [0; x]. Lygybė jro- 
dyta. 
3. Funkcija y=arctg x. Si funkcija yra atvirkštinė funkcijai 
y=tgx ir konstruojama analogiškai arksinusui, išskyrus iš funk- 


cijos y=tg x apibrėžimo srities intervalą IE; 5 | „ D(arctg x) = 


=]—0; œf, E(arctg x)= ]—5: |. Grafikas pavaizduotas 45 
paveiksle. 
Kampas arctg m (meR) apibrėžiamas dviem sąlygomis: 
1) jo tangentas lygus m; 
LEE 
2) arctg me ]-3 sl à 
Iš apibrėžimo išplaukia, kad tg arctg m- m. Analogiškai ark- 
sinuso atvejui jrodoma, kad 
arctg (— m) = —arctg m. 


4. Funkcija y=arcctg x. Jos grafikas pavaizduotas 46 paveiks- 
le. D(arcctg x) =] —oo; oo[, E(arcctg x)=]0; n [. 

Kampas arcctg m (meR) apibrėžiamas šiomis sąlygomis: 

1) jo kotangentas lygus m; 

2) arcctg me]0; nl. 


45 pav. 
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y=arcctg x 


46 pav. 


Teisiagos tokios lygybės: 
ctg arcctg m= m, 
. arcctg(— m) 2x —arcctg m. 
4 pavyzdys. Apskaičiuokite cos (arcsin i — arccos 1i) . 
Sprendimas. Pritaikysime formulę cos(a—f) —cosa cosp 4- 


-Fsin a sin f. Tuomet cos (arcsin $ — arccos 1] —cos arcsin 2. x 


3 
à. ; T Ia 4-1 x 
Xcos arccos 7 «sin arcsin g Sin arccos 75 LE B uix 
xY 1- L-Y5(42y8). 
Aa YE (142y3). 


5 pavyzdys. A 
tg (arctg 7 2 +arctg 3 5) 


tga+tg p 


Sprendimas. Pritaike formule tg(a+) = a 
-tga ig 


gauname: 
1 1 
tg arctg 5 +tg arctg 7:7 
tg (arctg + +arctg jj Ape RR MO eem 1. 
1—tgarctg = y tgarctg > 3 l- qe 
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6 pavyzdys. Raskite didžiausią funkcijos y=sin x V cos x 
reikšmę atkarpoje |0; 5 

Sprendimas. Funkcija išdiferencijuojame, išvestinę prily- 
giname nuliui ir randame kritinį tašką: 
_ 2cos? x—sin? x , 
2 2 Vcos x 
y =0, kai 2 cos? x—sin?x=0; iš Cia sin?x=2c08? x, tgžx=2 ir 
x=arctg V2. 

Apskaičiuojame funkcijos reikšmes atkarpos galuose ir kritinia- 
me taške: 


y(0)=0. y(Ž1=0, 


y(arctg V 2) 2sin arctg ya. Vas arctg ya. 


Paskutiniąją reikšmę rasime, pritaike formules, siejančias sinusą 
ir kosinusą su tangentu: 


y' —cos x» V cos x+sin x» 


1 : te? a 
pe 9. = 
cos a= > Sia 
Tuomet 
c. i i i 
cos? arct V2= === 50 + : 
x I+tg2arctg V2 14+(V2)>) 3 
— 2 
sin? arctg V2— Karla 2. A AR = E, 
1+tg? arctg V2 VE 3 


garda Faja V YyeV i EEG 


Tai i = EFEN 
gi max y 35 
[=F] 
Atsak ; T E 
sakymas 3 V3 


Pratimai 
889. Irodykite, kad 


arcsin x+ arccos x= 5 (|x| <1). 


890. Įrodykite, kad: 
Vi-x 


2 2) ctg arcsin x= 22 


1) tg arcsin x= y = 
—x 
3) tg arcctg x= i š 4) ctg arctg x— L 
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891. Apskaičiuokite: 
1) sin (arccos 2 + arcsin i) : 2) cos(arctg 3+2 arcctg 3); 


5 
3) tg (2 arcsin LEE 4) cos (2 arccos 12), 
5) cos e arcsin I2, 6) cos(2 arctg V 3). 


$ 3. PAPRASCIAUSIOS TRIGONOMETRINES LYGTYS 


Trigonometrinių lygčių yra labai įvairių, tačiau visas jas spręs- 
dami pertvarkome į paprasčiausias trigonometrines lygtis. Taip 
vadinamos lygtys 

sin x=40, cos xa, tg x—a, ctg x—a; 


čia a — realusis skaičius. 
Paprasčiausios trigonometrinės lygties sprendiniu vadinama 
tokia x reikšmė, su kuria duotoji lygtis virsta teisinga lygybe. Pa- 


vyzdžiui, trigonometrinės lygties sin x= B sprendiniai yra x=30", 
x— 150*, x=390° ir t. t, nes sin 30”= 4, sin 150%=>, sin 39-2. 

Išspręsti trigonometrinę lygtį — reiškia rasti visas jos šaknis. 

Išnagrinėkime, kaip sprendžiamos paprasčiausios trigonomet- 
rinės lygtys. 

I. sin x=a. Aišku, kad lygtis sprendinių neturi, kai |a|>1, nes 
su visomis realiomis x reikšmėmis |sin x| 1. Tarkime, kad |a| «c l. 
Lygtį sin x=a išspręsime, radę funkcijos y=sin x grafiko ir tie- 
sės y=a visų susikirtimo taškų abscises (47 pav.). Iš tikrųjų ieš- 
koti visų susikirtimo taškų abscisių nereikia. Norint sužinoti visus 
lygties sin x=a (|a|«1) sprendinius, užtenka rasti šios lygties 
sprendinius bet kuriame 2x ilgio intervale, nes sinuso periodas 


lygus 2x. Patogu pasirinkti atkarpą| —Ž; Š7 |; jai priklauso at- 


karpa [-ž: i „kurioje apibrėžėme arksinuso funkciją. Kaip ma- 
tyti iš 47 paveikslo, atkarpoje |-2: Ž | sprendiniai yra kampai 


a,=arcsin a ir az =n—arcsin a, nes jų sinusai lygūs a. 
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Visų ieškomų kampų aibė gaunama, prie dviejų rastų kampų 
pridėjus bet kurį sveiką skaičių sinuso periodų 2». Taigi lygtis 
sinx=a (|a|<l) 
turi dvi šaknų serijas 
x=arcsin ad-2n&, kEZ (1) 


x=n— arcsin a4-2n£ 2 —arcsin a+1n(2k+1), kez. (2) 
Abi jas galima išreikšti viena formule 
x= (—1)*arcsin a+ nk. kez. (3) 


Iš tikrųjų, kai k lyginis (k=2n), (3) formulė virsta (1), o kai k 
nelyginis (&—2n--1), iš (3) formulės gauname (2). Kai a=0, 


a=1, a— —1, (3) formulė įgyja paprastesnę išraišką, būtent: 
kai sin x=0, tai x=nk, kel; (4) 
kai sin x=1, tai x= £ +2nk, keZ; (5) 
kai sin x=— 1, tai => +-2nk, kez. (6) 


Kad šios formulės teisingos, aiškiai matyti iš 47 paveikslo. 
Pavyzdžiui, lygties sin x= L sprendinys x=(—1)řarcsin y + 


2 
+nk= (—1)*5 tak, keZ,arba x= (— 1)*30?-- 180?5, keZ; lygties 
sin ES sprendinys x= (—1)*arcsin (—) +nk= 


-—(-1) S -nk- (—1)* £ nk, kexZ, arba x= (—1)*4694- 


+180%, keZ; lygties sin 3x=1 sprendinys 3x= = +2nk, x= 5 + 


ti nk, kez. 


II. cos x—a. Ši lygtis taip pat turi prasmę tik tada, kai |a] «c 1. 
Spręsdami ją, pirmiausia randame šaknis, esančias atkarpoje 
[—x; a], nes šios atkarpos ilgis lygus funkcijos y=cos x periodui 
2x, ir joje yra atkarpa [0; x], kurioje apibrėžėme arkkosinuso funk- 
ciją. 

Kaip matyti iš 48 paveikslo, lygties cos x=a (|a|<1) spren- 
diniai yra kampai a,=arccos a ir a= — arccos a, nes jų kosinusai 
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lygūs a. Visų ieškomų kampų aibė gaunama, prie dviejų rastų 
kampų pridėjus bet kurį sveiką skaičių kosinuso periodų 2x1. Taigi 
lygtis cos x=a (|a|«1) turi dvi šaknų serijas (48 pav.): 


X-arccos 4+2nk, keZ (7) 


x= —arccos 0+21k, kez. (8) 


Sujunge abi šias šaknų formules į vieną, gauname bendrąją 
lygties cos x=a sprendinio formulę 


x= *arccos a+21k, kez. (9) 


Kai a=0, a=1, a— —1, (9) formulė įgyja paprastesnę išraišką, 
būtent: 


kai cos x=0, tai x= 5 +1nk, keZ; (10) 
kai cos x=1, tai x=2nk, keZ; (11) 
kai cos x=—1, tai x=x(2k+1), keZ. (12) 


Kad šios sprendinių išraiškos teisingos, aiškiai matyti iš 48 
paveikslo. Pavyzdžiui, lygties cos 3x= E sprendinys yra 3x— 
= x arccos > -F2nk — 2s Zi iš čia x= E nk+ 5 , REZ; lyg- 
ties cos(30? — x) =1 sprendinys yra 30? —x—360?&, x= — 360% 4- 30^, 
keZ, arba tiesiog x=360°k+30°, kez. 

III. tg x=a, aeR. Lygties sprendinys intervale ]-5 ; $i yra 


kampas arctg a, o visų ieškomų sprendinių aibė gaunama, prie 
šios šaknies pridėjus bet kurį sveikąjį skaičių tangento periodų m. 
Taigi lygties tg x=a bendrasis sprendinys yra 


x=arctg a+nk, kez. (13) 


IV. ctgx=a, asR. Lygties sprendinys intervale ]0; x[ yra 
kampas arcctg a, o visų ieškomų sprendinių aibė gaunama, prie 
šios šaknies pridėjus bet kurį sveikąjį skaičių kotangento perio- 
dy m. 

Taigi lygties ctg x=a sprendinys yra 


x=arcctg a4- n&, kezZ. (14) 
Pavyzdžiui, lygties tg(2x+60% 2 —1 sprendinys 2x4-60“= 
=arctg(—1) +180°k= —45?--180?b, 2x=180°k—105°, x=90%— 
— 52*30', keZ; lygtį ctg 3x= — 1 spręsime taip: 
. 3x=arcctg(— 1) -x£& x—arcctg 14 1k= E 
x= Tk kez. 
] pavyzdys. Išspręskite lygtį sin?(2x—30^) —1=0. 
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Sprendimas. sin? (2x—30°) —1—20-sin?(2x—30?) = 14> 


^5 sin(2x—307) 2 — 1, a | 2x —30*— — 90? +360*R, 
sin(2x —30?) = 1 2x — 30^ = 90? + 360? 5; 


iš čia x= 1807& —30? arba x= 
- 180% 460%, kez. 

Lyglies sprendinių aibę iš- 
reiškėme dviem serijomis. Su- 
jungsime jas abi į vieną. Tam 
pasinaudosime vienetiniu aps- 
kritiniu. Pirmosios serijos 
sprendinius (kampus) atidėję 
vienetiniame apskritime, gausi- 
me taškus A, ir A; (49 pav.). 
Antrosios serijos sprendinius 
atitinka vienetinio apskritimo 
taškai B, ir Bs. Iš šio paveikslo 
matyti, kad visi taškai yra vie- 
nodai nutolę vienas nuo kito ir 
gaunami vienas iš kito, pasu- 
kant 90% kampu. Todėl galuti- 
nai x=60%+90%, keZ. 

Atsakymas. (60?--90*& | eZ). 

2 pavyzdys. Išspręskite lygtį tg(s cos xx) — 1. 

Sprendimas. Pritaikę (13) formulę, turime: 


TU COS NX = = +nk, kez; 
iš čia cos nx= Th kezZ. Žinome, kad gautoji lygtis turi pras- 
mę tik tada, kai n +k | < 1l. Šiai nelygybei tinka dvi sveikosios 
k reikšmės: £—0, k=—1. Taigi duotoji lygtis ekvivalenti visumai: 


1 
cos 1X= 7, nx- -arecos + + 2nm, 
=> => 


nx= Zarccos (—i) +2nm 


| nx= +arccos ES + 2am, 
4 
=> => 


: nx-- (1— arccos 2) + 21m 


| Xe: L arccos L +2m, 
n 4 
c 


1 3 
= + (1- x erccos 7)+2m, meZ. 
Atsakymas. [2m+=-Larccos PE 2m+1F Larccos {mez} 
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Pratimai 


Išspreskite lygtis: 


892. sin? += <. 893. cos 5x=0. 

894. V3ctg (5x 5) +3=0. 895. 2sin(2 —x)+V3=0. 
896. 3tg(x4- 1) — V3=0. 897. cos? [5 +60") —1=0, 
898. 3 tg? 3x—1-0. 899. sin xx? —0. 

900. tg nx?— +1. 901. sin(cos x) =0,5. 


902. sin(2 cos 2x)==+w1. 903. tg (x sin xx) = V/3. 


S 4. TRIGONOMETRINIU LYGCIU SPRENDIMAS KEITIMO 
BÜDU 

Spresdami šiuo būdu, įvairias trigonometrines funkcijas, jei- 
nančias į lygtį, išreiškiame viena jų. Šios funkcijos atžvilgiu 
gautą trigonometrinę lygtį sprendžiame pagal bendras algebrinių 
lygčių sprendimo taisykles. 

l pavyzdys. Išspręskite lygtį 3 sin x+cos? x=2. 

Sprendimas. Čia patogu cos? x pakeisti 1—sin? x: 

3 sin x+1— sin? x=2, arba sin? x —3 sin x+1=0. 


Taigi gavome kvadratinę lygtį sin x atžvilgiu. Išsprendę ją, 


turime sin x= TE arba sin x— Ad E 
34 V5 i; " m nd 
Kadangi g >l, tai antroji lygtis sprendinių neturi, todėl 


duotoji lygtis ekvivalenti lygčiai 
sin x= =2 


US pat, keZ. 

2 pavyzdys. Išspręskite lygtį 

sin x 4-2 cos 2x — 1,5. 

Sprendimas. Sj kartą cos 2x tikslinga išreikšti tik sinu- 
sais: cos 2x—cos? x— sin? x—1—2 sin? x. Įrašę šią cos 2x išraišką, 
gauname kvadratinę lygtį sin x atžvilgiu: 

8 sin? x—2 sin x—1=0. 

Ja issprende, turime: 


Iš dia x= (—1)*arcsin 


T E m. anc 
sin x— 5 arba sin x— i 
Atsakymas. ((-1)G +ak; (—1)**'aresin este z! . 
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Kaip jau Zinome, visas to paties argumento x trigonometrines 
E TEE x x. . 7 . 
funkcijas galima racionaliai išreikšti tg 5 atžvilgiu, remiantis 


iormulemis 


x X 2 
2lg 3 1-tg?y 2tg D 
Sin der E, 054 =. tgx= i 
Lr tg? sy Ltg? y 1-tg? y 
Vadinasi, bet kurią trigonometrine lygtį, kai jeinancios į ją 


funkcijos sin x, cos x, tg x, ctg x susietos racionaliais veiksmais, 
H š x 

galima pakeisti racionaliaja algebrine lygtimi kintamojo t=tg > 
atžvilgiu. Todėl keitinys tg =: vadinamas universaliuoju. Jį 
pritaikius, randamos visos duotosios lygties šaknys, išskyrus x= 
= (24+1)n, keZ, nes šiuose taškuose tg 5 neegzistuoja. Ar 
reikšmė x= (2441) yra lygties šaknis, ar nėra, reikia ištirti ats- 
kirai. 

3 pavyzdys. Išspręskite lygtį 

V3sinx+c0s x—2=0. 

Sprendimas. tg T pažymėję raide /, gauname lygtį 


DTS o 
me Per 2=0. 


Iš čia 32-2 V31+1=0. 


^ 


1 / 2 W-. ad 
Ši lygtis turi vieną šaknį t= LE a todėl tg „LŽ . Išspren- 
dę lygtį, gauname 277 +nk, arba x= 3 +25k, kez. Į 


duotają lygtį įrašę x= (2k+1)n, keZ, įsitikiname, kad šios reikš- 
mės jai netinka. 


Atsakymas. (Š +2akkeZ|. 
4 pavyzdys. Išspręskite lygtį 
2(sin x--cos x) +sin 2x+1=0. 


Sprendimas. sin x+co0s x pažymėję raide £, gauname kvad- 
ratinę lygtį 2£4+-12=0, kurios šaknys t,=0 ir f;— —2. Taigi duotoji 
lygtis ekvivalenti lygčių sin x+cos x=0, sin x+c0s x= -2 visumai. 
Pirmoji šių lygčių ekvivalenti lygčiai tg x— —1 ir turi sprendinį 


x=— 5 +nk. Antroji lygtis sprendinių neturi. 


Atsakymas. [— nk keZ}. 


167 


Pratimai 


Išspręskite lygtis: 


904. sin? x+2 sin x=3. 905. 2 sin? x-- cos x=0. 
906. 2 cos? (x 4-30?) —3 sin (60°— x) +1=0. 
907. cos?(45?-- x) — cos? (45? — x) — 0. 


908. cos (x+ 5) t sec (x+ 2j 42-0. 
909. tg x+3 ctg x—4. 

T n po 
910. tg (5 +x) +te (5. VER 
911. 3 tg? x—sec? x— 1. 
912. (sin > —008 5) =sin x. 
913. 1—cos(a—x) +sin TE =(). 


914. sin x—cos x=1. 


$ 5. TRIGONOMETRINIU LYGCIU SPRENDIMAS SKAIDYMO 
BŪDU 


Visus narius perkėlę į kairiąją lygties pusę ir ją išskaidę dau- 
ginamaisiais, gauname tokios išraiškos lygtį: 
2 fo) - 
f(x): g(x) =0 arba gu ro 
Ją spręsdami, turine remtis teiginiu: su tomis x reikšmėmis, 
su kuriomis f(x) ir g(x) turi prasmę, yra teisingi šie sąryšiai: 


=0, 
Ko 2009=0 < | (70. 
La a) 


1 pavyzdys. Išspręskite lygtį 
(1— cos x)cos 5 +sin x=0. 
Sprendimas. Kadangi 1—cos x=2 sin? LE tai duotoji lyg- 
tis ekvivalenti lygčiai 
2 sin? $. cos P +sin x=0 += sin x sin + +sin x=0 => 


" sin x —0, 
> sin x (sin 5 4 1)=0> sin $ =-1. 
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Iš čia x,=nk, x= (4k—1)n, kexZ. Kadangi su tomis x reikšmė- 
mis, su kuriomis vienas dauginamasis lygus nuliui, kitas turi pras- 
mẹ, tai duotosios lygties šaknys gali būti visos x reikšmės, išreikš- 
tos gautomis formulėmis. Suvokę, kad antroji šaknų serija yra 
tam tikras pirmosios serijos atvejis, galime atsakymą parašyti vie- 
na formule. 

Atsakymas. {nk | eZ). 

2 pavyzdys. Išspręskite lygtį sin? x ctg 2x=0. 


Sprendimas. sin? x ctg 2x=0 = 


sin x=0, x=ak, 
>| o 2x-0 F pue (2k+1), keZ. 


Šaknų x=3ak negalima laikyti duotosios lygties šaknimis, nes 
ctg 2x, kai x=xke, neegzistuoja. Taigi duotosios lygties šaknys yra 
tik antros lygties sprendiniai. 


Atsakymas. |“ (24+1) | keZ]. 


1—cos 2x suf) 
sin?x(l+sinx) — 


3 pavyzdys. Išspręskite lygtį 


1—cos 2x omis. 2x=0, 
—> 


Sprendimas. =— =0 => sin? x(1--sin x) 0 


sin? x(1-Fsin x) 
[cos 2x=1, en kez. 
lsin? x(1 +sin x) 40 sin? x(1+sin x) 40. 


Tačiau, kai x=nk, keZ, tai su visomis k reikšmėmis antroji 
lygtis tapačiai lygi nuliui. Todėl duotoji lygtis šaknų neturi. 

Kartais mokiniai suklysta, spręsdami lygtį f(x): g(x) =a; ana- 
f(x) =a, 
£(x)=a. 
Tiesa, kai kada lygtį galima išspręsti tokiu būdu. Tačiau tai išim- 
tiniai atvejai, ir jų prigimtis iš esmės kita. 


logiškai lygčiai f(x): g(x) =0 jie rašo 10-200 =a+| 


4 pavyzdys. Išspręskite lygtį sin 2x sin (x+ 1) =]. 


Sprendimas. Kadangi —1<sin 2x« 1 ir - I«sin(x- 1 )« 


<1, tai šių funkcijų sandauga visada bus trupmena, išskyrus tą 
atvejį, kai abiejų dauginamųjų moduliai lygūs 1. Todėl 


sin 2x=1, 


sin 2x sin (x+ 2) 21 E 
sin Zx— — 1, 
ra. 
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71 
pee 
LEO, ; 
|= 5 +9nk, kez; ba kas kez, 
c T > 
mt i m xe. 
x= — E +2nk, keZ 


Atsakymas. A +2nk, Bez. 


Skaidymo dauginamaisiais büdu paprastai sprendZiamos ir lyg- 
tys sin u=sin v; cos u—cos v; tg u=tg v. Tam funkcijos perkelia- 
mos į vieną lygties pusę, ir pritaikomos sumos keitimo sandauga 
formulės. Tačiau šias lygtis galima išspręsti greičiau, žinant ati- 
tinkamas formules, kurios labai primena paprasčiausių trigono- 
metrinių lygčių sprendinių formules. 

1 teorema. Jei sinu=sinv, tai 

u=(—1)*u+nk, kEZ. 
Įrodymas. sin u=sin v ® sin u—sin v=0 = 


á u—u 
sin —- =0, 


t " 2 
«sin H cos T" 20 > > 
: cos ^t? = () 
2 
Client. oe 
g cu adis, 
E ak hes uz —u-(2k--1)m, kez. 


Galutinai u= (— 1)^v4- x&, keZ. 
Analogiškai jrodomos ir šios dvi teoremos. 
2 teorema. Jei cos u=cos o, tai 


uz *U4+2nk, kez. 
3 teorema. Jei tgu=tg 0, us (2k+1) Ž, keZ ir vÆ 


+ (2m+1) $, meZ, tai 
į u=v+nn, nel. 

5 pavyzdys. Išspręskite lygtį sin x—cos x. 
Sprendimas. sin x—cos x = cos (5 —x) —cosx; iš Cia 


5 —x= +x+2nk, keZ. Si lygtis ekvivalenti lygčių visumai 


ps si nk, 
—x=-—x-+2nk, kez. 


Antroji jos lygtis neturi sprendinių. 
Atsakymas. (q tnk | kez}. 


Pratimai 
Išspręskile lygtis: 


915. (1--cos x) tg; =0. 916. tg x ctg 2x sin 3x=0. 


917. 1—cos x=2sin Š. 918. cos? x+sin x cos x— l. 


2 
919. 1--sin x4- cos x=2 cos (5 45") : 
920. sin x - cos x= I 4 sin 2x. 
921. sin(x-4-30?) --cos(x-- 60?) = 14-cos 2x. 
922. cos 2x —cos 8x -Fcos 6x=1. 3 
923. sin x+sin 2x+ sin 3x=0. 
924. sin x-- sin 2x-- sin 3x+sin 4x=0. 


Išspręskite lygtis, taikydami dviejų vienavardžių funkcijų ly- 
gybės sąlygą: 


925. sin x+sin 2x=0. 926. cos 6x—cos 4x. 

927. cos 5x —sin T =0. 928. tg(45°—x) =tg 2x. 

929. ctg 3x—ctg 8x=0. 930. tg(x+15°) +ctg (x+45°) =0. 
931. tg 2x tg 3x=1. 932. sin 6x sec 4x=1. 

933. cos 0,5x2— cos x. 934. cos 2x V x —cos nx. 


S 6. HOMOGENINIU LYGCIU sin x IR cos x ATZVILGIU 
SPRENDIMAS 


Homogenine lygtimi sinx ir cosx atžvilgiu vadinama tokia 
lygtis, kurios kairioji pusė yra vienodų sin x ir cos x laipsnių dau- 
gianaris, o dešinioji lygi nuliui. Pavyzdžiui, lygtis 2 sin? x+ 
+7 sin x cos x 4-6 cos? x=0 yra homogeniné, nes jos kairiosios pu- 
sės visi nariai yra antrojo laipsnio. Lygtis sinë 3x +sinš 3x X 
Xcos? 3x+8 sin? 3x cos? 3x--8 sin? 3x20 homogeniné sin3x ir 
cos 3x atžvilgiu, nes jos kairiosios pusės visi nariai yra penktojo 
laipsnio. 

Lygtis, homogeninė sin x ir cos x atžvilgiu, turi išraišką: 
ay Sin" x 4- ai sin?-! x * cos x - a» sin? x - cos? x +... +0, cos? x=0, 
dia neN, ER, i=0, 1, 2, ...,n. 

Kai 0940 ir an0, tai nei sin x, nei cos x negali įgyti reikš- 


més, lygios nuliui. Iš tikrųjų, tardami, kad cos x=0, gautume lyg- 
lj ao sin" x «0 + sin x=0, tačiau tuo pat metu sin x ir cos x ne- 


171 


gali būti lygūs nuliui. Iš šios savybės išplaukia, kad abi lygties 
puses galima padalyti iš cos" x arba sin" x. Padaliję iš cos" x, 
gauname lygtį 


ag tg? x-- ai tg?-! x+09tg"?x+...+402=0, 


kuri yra algebrinė n-tojo laipsnio lygtis tg x atžvilgiu. 

Išsprendę šią lygtį tg x atžvilgiu, rasime tg x reikšmes, o kartu 
ir x reikšmes, kurios bus duotosios lygties šaknys, nes, dalijant 
iš cos xz&0, šaknys neišnyko. 

l pavyzdys. Išspreskite lygtį 2sin?x — 7 sin x cos x + 
+6 cos? x=0. ; 

Sprendimas. Abi lygties puses padalije i$ cos?x, gau- 
name: 

9 (p? tg x=2, 

g? x—7tgx+6=0 => tex=1,5 
x — arctg 24+1k, 
x=arctg 1, 5+nk, kez. 


Atsakymas. {arctg 2--n&; arctg 1,5+ ak | keZ). 

2 pavyzdys. Išspręskite lygtį cos? x—sin x cos x=0. 

Sprendimas. Čia taip pat turime antrojo laipsnio homo- 
geninę lygtį sin x ir cos x atžvilgiu, tačiau ši lygtis skiriasi nuo 
bendrosios antrojo laipsnio homogeninės lygties tuo, kad joje nėra 
nario sin? x. Abi lygties puses dalydami iš cos? x, suklystume — 
prarastume šaknis, su kuriomis cos x=-0. Šią lygtį sprendZiame 
taip: 


cos? x— sin x cos x=0 <= cos x(cos x—sin x) 20 > 


An 
x= = +nk, 
| x=0, [os x=0, aș 2 


cos x—sinx=0  |tgx=1 = S tak, kez. 


Atsakymas. (E nb; T tnk | kez}. 


Daugelį trigonometrinių lygčių galima pertvarkyti į homoge- 
nines lygtis. Parodysime tai pavyzdžiais. 

3 pavyzdys. Išspręskite lygtį 

3 sin? x —7 sin x cos x+ 14 cos? x—2=0. 

Sprendimas. Skaičiu 2 suteikiame išraišką 2(cos? x+ 

+sinž x). Gauname lygtį 
3 sin? x— 7 sin x cos x+ 14 cos? x— 2 (cos? x+sin? x) 20 > 
<= sin? x —7 sin x cos x+ 12 cos? x=0 > tg? x—7 tg x--12— 
ig x—3, x=arctg 3+nk, 
= ou B: x=4 ? | x=arctg 4+1k, kez. 


Atsakymas. {arctg 3+1k; arctg 4+1k | keZ). 
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4 pavyzdys. Iéspreskite lygtį sin? x+cosó x=1. 
Sprendimas. Pakėlę abi lygties puses kvadratu, gauname: 


sin? x 4-2 sin? x cos? x+co0s? x=1. 
Skaičių 1 pakeitę reiškiniu (sin? x-- cos? x)?, turime: 
sin? x+2 sin? x cos? x J- cos? x = (sin? x+ cos? x)3. 
Pertvarkome šią lygtį: 


3 sint x cos? x—2 sin? x cos? x4+3sinž x cost x=0 => 
= sin? x cos? x (3 sin? x —2 sin x cos x 4-3 cos? x) 20 > 


E x=nk, 
< | cos x=0, ut. aeu 
3 sin? x —2 sin x cos x+3 cos? x=0 | x= y tnk, kel, 

3 tg? x—21g x4-3—0. 


Lengva įsitikinti, kad paskutinioji lygtis realių šaknų neturi. 
Tačiau neskubėkime rašyti atsakymo. Prisiminkime, kad, tvarky- 
dami lygtį, abi jos puses kėlėme kvadratu, todėl galėjo atsirasti 
pašalinių šaknų. Prieš rašydami atsakymą, patikrinkime gautą- 
sias reikšmes. Įrašykime jas į duotąją lygtį. Kai x=nk, keZ, tai 

1, kai k=2m, 
—], kai kR=2m+1. 
Taigi duotajai lygčiai tinka tik tos reikšmės, kurios gaunamos, kai 
k=2m, mezZ. 


sin? x 4- cos? x sin? nk + cos? xk —cos? tk = | 


Kai x= I tak, tai sin? x-- cos? x —sin? e +nk)= 
J I, kai &22m, 
“1-1, kai &—2m--1, mez. 


Iš šios serijos duotajai lygčiai tinka tos reikšmės, kurios gau- 
namos, kai k— 2m, meZ. 


Atsakymas. Bam; 2nm>+ 5 | meZ} ; 
5 pavyzdys. Išspręskite lygtį 

a sin x4- b cos x=c. 
m E 
2 P 
o cos X— cos? E — sin? Ž. Įrašę šias reikšmes į lygtį ir skaičių c 


Sprendimas. Prisiminkime, kad sin x = 2sin = cos 


pakeitę c (cos2Ž +sin? 3) gauname: 2a sin 5 cos $ +b (cos? $— 


—sin? 3) =C (cos? $ sin? 5) =(c+b)sin* $ —2a sin $ cos $T 
+ (c— 5) cos? 5. =0. 


x 


Tai homogeninė lygtis sin 5 ir cos y atžvilgiu. Ją išspręsti palie- 


kame skaitytojui. 
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Pratimai 


Išspręskite lygtis: 
935. sin (x4- 30?) -- cos (x 4-30?) =0. 
936. 2 sin? x+3 sin x cos x4- cos? x— 0. 
937. cos? 5x+7 sin? 5x «8 sin 5x cos 5x. 
938. cos? x sin x+ cos? x sin? x —3 cos x sin? x— 3 sintx=0. 
939. sin“ x+sint x cos? x «sin? x cos? x+sin x cos? x. 
940. sin? x+0,5 sin 2x — 2 cos? x=0. 
941. 3 sin? 2x —0,5 sin 4x —4 cos? 2x «0. 
942. 3 sin? x— 4 sin x cos x 4-5 cos? x=0, 


943. 8 sin? F +3 sin x—4=0. 


944. sin x— cos x— 4 cos? x sin x=4 sin? x. 
945. sec x —4 sin x+6 cos x. 
946. sint x—cos* x=sin 2x. 


947. V 3sin (x+ 7) —sin (2 -x) =0. 


$ 7. LYGCIU a sinx4+bcosx=c SPRENDIMAS 


Du šio tipo lygčių sprendimo būdus jau išnagrinėjome ($ 4 
3 pavyzdys ir $ 6 5 pavyzdys). Tačiau kartais patogiau šias lyg- 
tis spręsti, panaudojant pagalbinį kampą. Prisiminkite, taip da- 
réme, sumą asina+bcos a keisdami sandauga (VI sk. $ 9 4 pa- 
vyzdys). 

Abi duotosios lygties puses padaliję iš /a?--5?, gauname 
lygtį 


4 ds m B cos x= ——= 
Va +6? Vatt? Va+b2 ` 
EE a b , E 
Zymékime === -—cosq, ~= -sinq. Tada asin x 
Pažym Var P Vai Q a sin x+ 
+b cos x=c <= cos p sin x + sin pcos x= == «*sin(x--q)-— 
Va+b2 
c TE |c| > c 
=—.. Iš čia, kai «cl, x=(—1)* arcsin ——— + 
L n Z a2 4- b? "S ( ) Vapo? 
+ak— 9, RE 


1 pavyzdys. Išspręskite lygtį V3 cos x--sin x=1. 


Sprendimas. Abi lygties puses dalijame iš V (V 3)?+ 1?= 


V3 D T 1 dt uH TE 5 l 
=9: — — = — => — + — = — 
=2: 2 COS x+ 2 sin X 2 sin 3 COS XT COS 3 sin X 2 => 

A Un 1 
<> Los ee 

sin (x+ 3)73 A 


Atsakymas. =i} $—3 tnk | tel]. 
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2 pavyzdys. Išspręskite lygtį 7 sin x—cosx=5 V 2. 


Sprendimas. T sin x—cos 1-5 V2 = y sin x— = X 


7 €T 1 
Xcosx=1. Tru ==  pazyméje cos p, o trupmena —— 
rupmeną V86 pazymeje 9 p 3 En 
sin p, gauname lygtį 
cos p sin x —sin p cos x=1 = sin(x—q) =1 > 
> x—9- nh, keZ. 


Dar reikia rasti kampą q. Iš sąlygų cosq-— yg sin p= 5 


turime tg q— 4 . Todėl p=arctgW+ +nm, meZ. Kadangi sin p>0, 
cos p>0, tai kampas q yra pirmame ketvirtyje. Vadinasi, p= 
=arctg 7 


| La 
Atsakymas. arctg 7+>3 (44+1) |keZ). 


Pratimai 


Išspreskite lygtis: 
948. sin jid V3 cos x 1. 949. ]/3 sin 3x— cos 3x— 1. 


950. 3sin 5 LV 208 $79 951. sin x+7 cos x—5. 


952. 2 sin x —3cos x= i 


953. V 3 sin (x—45?) -sin(x4-45?) = V 2. 
954. 12 sin x--4 V 3cos(n+x) 2x V 3. 


$ 8. TRIGONOMETRINIŲ LYGCIU SISTEMOS 


Kaip sprendžiamos trigonometrinių lygčių sistemos, parodysi- 
me pavyzdžiais. 
l pavyzdys. Išspreskite sistemą 
Í x=y=0, 
(sin x+sin y=b. 


Sprendimas. S lygties kairiąją pusę keičiame san- 


dauga: 2 sin UE co =b. Šioje lygtyje vietoj reiškinio x— y 
įrašome io reikšmę iš sa si Gauname lygtį 
2sin ity cos 5 Z b; 
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ve x5 SQ X+Yy_ b ; A 
iš Bia sin“ =m Kai i <l, tai 
2 cos 2 2 cos 2 
x+y=(—1)* 2 arcsin b a + Zak, kez. 
2 cos p 
Išsprendę lygčių sistemą 
x+y= (—1)* 2 arcsin p 2 +2nk, 
20055 


x—y=0, 
randame duotosios sistemos sprendinius. 
2 pavyzdys. Išspręskite lygčių sistema 
om 
sin x sin y— b. 
Sprendimas. Kairiąją antrosios lygties pusę išreiškę su- 
ma ir pertvarkę, gauname: 
cos (x — y) —cos(x+y) =2b. 
Įrašome x+y reikšmę iš pirmosios lygties: 
cos(x—y) =2b--cos a. 


Kai |2b+c0s a|<!, tai x— y= +arccos (2b + cos a) -2n&, keZ. 
Norint rasti duotosios sistemos sprendinius, belieka išspręsti 
sistemą | 
a zt arccos (2b -- cos a) +21k, 
x+y=0. 


3 pavyzdys. Išspręskite sistema 
I x sin y=0, 
cos x cos y=b. 


Sprendimas. Sudéje ir atéme panariui lygtis, gauname 


sistema 
jen el =a+b, 
cos(x4- y) =b—a. 


Kai |a4-b| xl, |b—a|s1, tai iš šios sistemos išplaukia tokia sis- 
tema: 
s +arccos (a+b) +2nk, 
x+y= +arccos(b—a) +2nn; (15) 


čia keZ, nel, o ženklai „+“ arba „—“ parenkami laisvai. Ka- 
dangi šiuos ženklus abiejose lygtyse galima suderinti keturiais 
būdais, tai iš (15) formulių gauname keturias algebrinių lygčių 
sistemas. Trumpumo dėlei pažymėję arccos(a + b) raide a, 
arccos(b—a) — raide p, turime: 
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( x —y—a--2n&, branio 
Ix+y=B+2an, x+y=-—B+2nn, 


PRSE E E 
x+y=-—B+2an, x+y=B+2nn. 


Iš šių sistemų nesunkiai rasime keturias sprendinių serijas. 
4 pavyzdys. Išspreskite lygčių sistema 


sin x+sin y= i 


, 
cos? x+ cos? y= 3 A 


Sprendimas. Antroje lygtyje cos? x ir cos? y pakeitę reiš- 
kiniais 1—sin?x ir 1—sin? y, gauname ekvivalenčią sistema 


sin x+sin y= E a 
sin? x 4- sin? y= 5 ; 


Pažymėję sin x raide u, sin y — raide v, turime sistema 


UEU= > 
po S, 
iš kurios sužinome, kad n=- Lir 75—]. Todėl u;— 1, w=-5 . 
Taigi gauname dvi sistemas 
esos i Ine i 
smge-— ya sin y- 1, 


kurių sprendiniai 


Ik pow 
| 


7 


poris tan, y-— +2an; 


čia kez, nez. 
5 pavyzdys. Išspręskite lygčių sistemą 


E cos x —3 sin x+y=6, 
5 cos x—sin x+y=4. 


Sprendimas. Iš pirmosios lygties panariui atéme antrąją, 
gauname lygtį 3cosx4+2sinx= —2, kurią nesunku pertvarkyti 
į homogeninę lygtį 


5 cos? 5 +4 sin $ cos 3 sinó =0. 
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Abi šios lygties puses padaliję iš cos? =, turime lygtį 


tg? —4tg 5 -5=0, 


ekvivalenčią visumai 
ox 


] tg - zb, 3 =arctg 54- xnk, x —2 arctg 54+2nk, 
x aa e N. =| x=— Š +2nk; 
eec M UP +nk 2 


čia keZ. Taigi duotoji sistema ekvivalenti tokiai lygčių sistemų 


visumai 
{y=6—2 cos x--3 sin x, 
1x2 arctg 54+2nk, keZ; 
presa cos x+3 sin x, 


pre 5 + 21k, kez. 


Iš šių priklausomybių apskaičiuojame y: 
y —6—2 cos(2 arctg 54+-2nk) +3 sin (2 arctg 54 21k) = 
—6— 2 cos (2 arctg 5) +3 sin (2 arctg 5) = 


=6-92. tg arctg 5 3. 2tgarctg5 | 


1+tg? arctg 5 I+tgžarctg5 — 
1-25 25 — 
= aTa 


Arba y=6—2 cos (-ž +2nk) +3sin (—5 +2nk) = 
=6-2 cos 5 +3 sin (—3) =6—3=3. 


Atsakymas. {(2 arctg 5+2nk; 9); [-5 + 2nk; 3)|ke2). 


Pratimai 


Išspręskite lygčių sistemas: 


955. a 956. [x—y=060", 
L 3' pim x+c0s y — 1,5. 
sin x+sin y=1. 
957. [+9 5» 958. x+y= SR, 
| sin x—cos y=- - cos? x--cos? y= T. 
959. [x—y=10", 960. rn. 
| sin (x-+ 10?) sin (y +20”) = 3 - tg xtgy- 3. 
961 | 2 sin x+cos y=1l, 962. tekos y=0,75, 
16 sin? x 4- cos? y— 1. te x tg y=3. 


$ 9. ĮVAIRIOS LYGTYS 
1 pavyzdys. Išspręskite lygtį 


A 3 3 WW A 
V 3 cos q*= Vi +6 sin? y sin (2438) : 
Sprendimas. Abi lygties puses pakeliame kvadratu. Iš kar- 
to priminsime, kad, šitaip pertvarkę, gauname lygtį, kuri yra duo- 
tosios išvada, todėl ji gali turėti šaknų, netinkančių duotajai 
lygčiai. Vadinasi, išsprendę lygtį, būtinai turėsime patikrinti gau- 
tąsias šaknis. Pakėlę kvadratu ir suredukave, gauname: 


3 3 3 x x 
29. a "LŽ me 
3 cos? TX 1 6 sin z COS y > 
3 
3 Icos y x ) 3 
e» 2 =“ -3sinxsin Žo 
2 4 2 
t e ree a a E NI 
ey cos y x-4 +3 (cos y* cos $) = cos% == y; 
iš Cia 7 = +arccos (—3) + 2nk, 


x=+ o +4nk, kez. 


Patikriname gautąsias šaknis. Į duotąją lygtį įrašę += 4 
+4nk, gauname: 

r. x. 3 Ve 2n . 2n 3n 
V3 cos(n+3nk) = V3 +6 sin? ( 3 +2ak) sin E +21k+ Ax) A 


3 € 3 Q2 2x 14, (2x , 3n 
V 3 cos(x-- nk) = ys +6 sin? sin (3 +3) ; 


V3 cos(n(1--k)) — y? +6. ; . > ; cos(n(1+%))=1. 


Pastaroji lygybė teisinga, kai k=2n+1, neZ. Analogiškai įsiti- 
kintume, kad reikšmė xe — 44ak irgi tinka duotajai lygčiai, 
kai R=2n+1, nexZ. Taigi 
x— x SE pAnko + E An (2n-E 1) ^ + Ž +80n+41, ne. 
2 pavyzdys. Su kuriomis A reikšmėmis lygtis 
5 sin x+2 cos x=A 


turi sprendinius? . 
Sprendimas. Reiškinį 5sin x4-2cos x pakeisime sandau- 
ga, panaudoje pagalbinj kampa. Kadangi 
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(yal Hya =h tai, trupmeną ve pažymėję cos p, o trup- 
mena > sin p, gauname: 
5sinx4+2cosx=A— EJES sinx+ yg x) =A + 
< V29 (sin x cos q--cos x sin y) =A=sin(x+q) = y t 
Pastaroji lygtis turi sprendinius, kai 


M «1, arba — V 99 A« V 29. 


3 pavyzdys. Išspręskite lygtį 

sin x 

(x—4)? 

Sprendimas. Lygtis turi prasmę, kai x554. |sin x| per- 
kéle į kitą lygties puse, suvokiame, kad lygčiai 


sin x 


+ |sin x|=0. 


ra 77 [sin x| 
gali tikti tik tos x reikšmės, su kuriomis sin x<0, nes dešinioji 
lygties pusė visada neteigiama. Kai sin x<0, tai |sin x| — —sin x, 
ir duotoji lygtis virsta lygtimi 
„S eina 
(x4? — à 
ekvivalenčia lygčių visumai 
"sin x=0, x=xk, x=nk, kez, 
— Žuan S =] > x—4=zwl vd x=5, 
(x—4)* x=3. 


Ištirsime, kurios šių reikšmių tenkina sąlygas xz£4 ir sin x cO. 
Aišku, kad visos trys x reikšmės, būtent x—m& (keZ), x=5 ir 
x=3, tenkina sąlygą x4. Kai x=mnk, tai sin x=sin ak=0, todėl 
ši x reikšmė tenkina sąlygą sin x<0. Kai x—3«, t. y. 0<x<x, 
tai sin x>0; vadinasi, x=3 netenkina sąlygos sin x<0. Kai x=5, 
t. y. n<x<2a, tai sin x<0. Taigi sąlygas x4 ir sin x<0 tenki- 
na dvi reikšmės: x=1k, keZ ir x=5. 

Atsakymas. (5; nk | keZ). 


Pratimai 


Išspręskite lygtis: 


d igx — sinx X 
963. in bx =0. 964. L+cos x =sin gs 
cos2x  — l+cos2x — 
965. cos x—sin x =8 966. cos X =0 
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sin x 
967. 14-cos x 
968. cos? x 4- cos? 2x -- cos? 3x -- cos? 4x — 2. 


c2— Up X. 


969. sint x--cos^ x —2 sin 2x 4- Ž sin? 2x=0. 
970. 2 sin 2x=3(sin x+cos x). 


971. tg(x?—x)ctg 6=1. 972. |sin x?| — 1l. 
973. cos bx cos x—cos 6x. 


974. 2( V 2— l)sin x--1—tg x= 


975. V 1--sin x--cos x —0. 
976. [cos x —2sin 2x—cos 3x|=1-—2 sin x— cos 2x. 
977. sin x—2 sin 2x-- sin 3x=|1—2 cos x-- cos 2x |. 


978. V cos 2x —5 sin x--2 cos x=0. 


VE £1 
979. y — cos 2x+ FE +c0s 2x=1. 


980. Y sin? x— V cos? x= /2 cos 2x. 


981. 2cos x= V2+sin 3x. 982. cos? x—sin? V 3x=1. 
983. tg 7x=2 tg 5x+tg? 5x tg 7x. 
984. (sin x--cos x) V2=tgx+ctg x. 
A Es A á T 
985. 8 sin x cos 3x sin F —x)sin S +x) =]. 


986. sint x+cost x+sin 2x+a=0. 


987 25 logo,»(sin? x45 sin x cos x--5) —- d» 
. p 


1 
cosx | 


988. 1--logscos x+log ? cos x+log; cos x+...=0,(6). 
989. logs tg x= logs 4- log, 3 sin x. 


990. logo sin 2x=log; |/ 2 . 991. 2cos2x=3.. 9cos a 4, 


5 
992. ctg 2*—tg 2:42 tg 2x1, 993. x3 sin 2x+2— Vx. 
994 5? VT l-Hogs sin x + TAL COS X 
995. “2 5 |cos x] 
(^3) 


996. (x4-0,5)?|sin x| —sin x=0. 


$ 10. TRIGONOMETRINĖS NELYGYBES 


Paprasčiausios trigonometrinės nelygybės gaunamos, lygtyse 
sinx=4, cos x=4, tg x=a ir ctg x=a lygybės ženklą pakeičiant 
ženklais >, > arba <, <. 

Pavyzdžiais parodysime, kaip šios nelygybės sprendžiamos, 
naudojant vienetinį apskritimą arba funkcijų grafikus. 
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f X 


c) 


y 
1 X 1 X 
a) b) 
y 
1 X 
d) 
50 pav. 


1 pavyzdys. Išspręskite nelygybes: 

1) sinx>0; 2) cosx<0; 3) tgx<0; 4) cig xD. 

Sprendimas. 1) sinx>0, kai kampas.x yra pirmajame ir 
antrajame ketvirtyje (50 pav., a), todėl 0<x<x. Kadangi sin x 
periodas lygus 2x, tai prie abiejų šios nelygybės pusių turime pri- 
dėti 21%. Taigi nelygybės sin x>0 sprendiniai sudaro aibę ]2nk; 
n4-2nRk[, kEZ. 

2) cos x<0, kai kampas x yra antrajame ir trečiajame ketvir- 


tyje (50 pav., b), todėl = <x< 27. Kadangi cos x periodas ly- 


gus 2x, tai xe |7 +2ak; 37 +2nk| , kez. 

3) tgx<0, kai x yra antrajame ir ketvirtajame ketvirtyje 
(50 pav., c), todėl 5 <x<xa ir $ on«x«n. Kadangi tg x perio- 
das lygus A, tai nelygybės tex<0 sprendiniai sudaro aibę 
|f tak; ent |, kez. | 

4) Analogiškai sužinome, kad nelygybės ctg x>0 sprendiniai 
(50 pav., d) sudaro aibę | nk; $a, kez. 


Paminėsime dažną klaidą, kurią mokiniai daro, spręsdami tri- 
gonometrines nelygybes. Sakykim, sprendžiame nelygybę cos x>0. 
Kaip matyti iš 51 paveikslo, cos x>0, kai x yra pirmajame ir ket- 
virtajame ketvirtyje. Kartais šios nelygybės sprendinys parašomas 


taip: E + + > Tai klaida, nes nėra tokios x reikšmės, kuri būtų 


r x y 4 xe y a y TH . X. X x. i 
didesnė už T ir tuo pačiu mažesnė už +; juk == > 5 Teisingas 
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51 pav." 52 pav. 


šios nelygybės sprendinys yra toks: xe |-Ž + 2ak; 5 +2mk| " 
kez. 
2 pavyzdys. Išspręskite nelygybę sinx> E , 
Sprendimas. 1 būdas. Iš 52 paveikslo matyti, kad sin x> 
> 5. kai ¿<x< 3, todėl galutinai xe |š 2s; 35 +2nk|, 
kez. 


2 būdas. Nubraižome funkcijų y=sinx ir y= 5 grafikus 
(53 pav.). Nelygybei sin x> > tiks tos x reikšmės, su kuriomis 
funkcijos sin x grafikas yra aukščiau už tiesę y- 5. Intervale 


]0; 2n[ funkcijos sin x grafikas bus aukščiau už tiesę y= L, kai 


nn on 


xe IE 2 todėl galutinai xe ]g 2x6; z +2a/| „kEZ. 
Galėjome imti ir bet kurį kitą intervalą, kuriame sinuso gra- 


fikas yra aukščiau už tiesę y= > pavyzdžiui intervalą 22; 


Al. Tuomet atsakyma uzrasytume taip: |-— + 2nk; — Za 
L2nRk[, kez. 


3 pavyzdys. Išspręskite nelygybę cos x> — >: 


53 pav. 


E k Ls 

Sprendimas. Nubraižome funkcijų y=cos x ir y— — y gra- 

likus (54 pav.). Matome, kad kosinuso grafikas yra aukščiau už 
2n. 21 


tiesę y= — kai xe LE, il , todėl galutinai xe L-Ž4 


+21k; Z + 2nk | , keZ. 
4 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 
2 cos? x» E , 


Sprendimas. Pritaike formule 2 cos? x—1--cos 2x, gauna- 
me nelygybe 


1+c0s 2x 3. 
iš čia 


cos 2x> 5 4 


54 pav. 
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55 pav. 


Nubraižę funkcijų y=cos 2x ir y=> 
tome, kad cos 2x > > kai xe LS : sl . Kadangi cos 2x periodas 
lygus x (o ne 2n!), tai galutinai gauname xe HL +1k; + 
+nk[, kez. 
Sia nelygybe galejome spresti ir taip: cos? x> le [cos x| > 
V3 
prog 


grafikus (55 pav.), ma- 


5 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 
[sin x| < |cos x]. 

Sprendimas. Abi nelygybės puses padaliję iš |cos x|>0, 
gauname nelygybę |tg x|« 1. Dalyti galima, nes tos kintamojo x 
reikšmės, su kuriomis cos x=0, nelygybei netinka. Iš tikrųjų, kai 
cos x=0, tai sin x=1 arba sin x — 1, ir gauname neteisingą nely- 
gybe 1 «0. Braižome funkcijų y= |tg x| ir y=1 grafikus (56 pav.). 
Iš paveikslo matome, kad x<|- tak; T nk b. kez. 

Duotąją nelygybę buvo galima išspręsti, nubraižius funkcijų 
y=|sin x| ir y= |cos x| grafikus. 

6 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 

2 sint x—3 sin? x+1>0. 

Sprendimas. sin? x pažymėję raide y (čia O<y<Il), gau- 

name: 
2j? —3y 4-1 0. 

Šios kvadratinės nelygybės sprendiniai yra tokie: y arba 

y]. Antrasis netinka, nes y<1. Taigi 


: l 
2 . 
sinf x< 2 
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56 pav. 


p , "ERNEUT 
iš čia |sin x| € LZ . Nubraižome funkcijų y= |sin x| ir yz T 
rura V2 

iš kurių matyti, kad nelygybei |sin x| € 37 


grafikus (57 pav.), 
IL + nk; z Zr kezZ. Žinoma, 
4 


tinka tokios x reikšmės: xe 

OW: ns 
nelygybe sin? x« T buvo galima spresti, taikant formule 2 sin* x 
=1— cos 2x. i 


Pratimai 


Išspręskite nelygybes: - 
998. sin x> -7 + 


1 
997. sin xs- y + 


V3 
999. |sinx|>1. i000. cosx< 57. 


57 pav. 
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1001. [cos x|< >. 1002. tg x>3. 


1003. |sin x] > vx 1004. cos? x« Ž. 

s 
1005. sin? x« i 1006. 22 «etg xxl. 
1007. sin(3x4-2) < PE. 1008. 2 sin? x —cos x» 1. 
1009. 12 cos? x-- 19 sin x—17>0. 1010. 1—sin x--cos x<0. 
1011. sin x +sin 3x z 0. 1012. tg nx +tg 2nxx 0. 
1013. sin 2x- sin x— V 2 cos yg 
1014. sin x-r sin 3x «sin 5x +sin 7x. 
1015. tg? x+ctg? „< ; 1016. cosžx(1+tgx) >1. 
1017. 2 sin? 2x 4-3 cos 2x « 0. 1018. r3 <4tgx. 


1019. 2+tg 2x+ctg 2x<0. 
1020. sin 3x sin 7x+ cos 3x cos 7x + sin 4x>0. 


1021. tg? x (V3+1)tgx+ V320. 


1022. Ž sin? x+ sin“ 2x>cos 2x. 


1023. cos? x sin 3x+sin3 x cos 3x<Ž s 
1024. 2 cos 2x t- sin 2x tg x. 
1025. sin? x 4- cos? x > * 3 


$ 11. ĮVAIRIOS NELYGYBES 


Išnagrinėsime keletą sudėtingesnių nelygybių, kuriose yra ro- 
diklinės, logaritminės, trigonometrinės ir kitokios funkcijos. 
| pavyzdys. Išspręskite nelygybę 


1 Sin x ] \cos x 
>) 2G - 
Sprendimas. Kadangi rodiklinės funkcijos pagrindas ma- 
žesnis už I, tai, jį atmetę, turime pakeisti nelygybės ženklą. Gau- 


name 
sin x «cos x. 


Kartais mokiniai šią nelygybę sprendžia kaip ir lygtį sin x=c0s x — 
abi jos puses dalija iš cos x, nepadarę jokių prielaidų dėl cos x 
ženklo. O juk žinome, kad nuo cos x ženklo priklauso, ar palik- 
sime nelygybės ženklą tokį, koks yra, ar pakeisime priešingu. Ne- 
lygybę geriau spręsti grafiškai. Nubraižome funkcijų y=sin x ir 
y=cosx grafikus (58 pav.). Nelygybei sin x<cosx tinka tos 
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58 pav. 


x reikšmės, su kuriomis sinuso grafikas yra žemiau už kosinuso 


graliką. Taip yra, pavyzdžiui, intervale LE; E , kitas inter- 


valas bus už 2x. Todėl gauname atsakymą 
31 „a 
xe ]-E +20; P+2mt| , kez. 
2 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 


Vi — cos 2x<sin x. 


Sprendimas. Nelygybé turi prasme, kai E — cos 2x z 0. 
Kadangi jos kairiojoje pusėje yra aritmetinė, t. y. neneigiama šak- 
nis, tai dešinioji pusė irgi turi būti neneigiama. Tada galima abi 
puses kelti kvadratu. Taigi duotoji nelygybė ekvivalenti tokiai ne- 
lygybių sistemai: 


1 1 

—-—cos2xz cos 2x < = : 

2 " 20, a de sin x>0, 
abis *>1sinx>0, > |0sccos < į. 
y — COS 2x< sin? x cos 2x>0 


Nubraižome funkcijų y=cos 2x, y=sin x, y= i grafikus (59 pav.). 
Sistemai tiks tos x reikšmės, su kuriomis vienu metu galios ne- 
lygybės sin x>0 ir 0xzcos 2xe l. 


Kadangi nelygybė sin x>0 teisinga, kai xex[0; x], tai ant- 
rosios nelygybės sprendinių ieškosime tik šiame intervale. Iš 59 pa- 
veikslo matyti, kad šiame intervale funkcijos’ cos 2x grafikas yra 
tarp tiesių y= ir y=0, kai xe [s: z]v[ 8: ]. 

n "E. 3n . 91 

Atsakymas. [s +2mk; T + 2nk | T E HE. + 2ak| y 
kez. 
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59 pav. 


3 pavyzdys. Išspręskite nelygybę 
cos? 2x — sin? x 
gas [Senn 
va 


x2. 


Sprendimas. Nelygybė turi prasmę, kai T >0, Ps 
cos? 2x —sin? x 


2 >0. Kadangi |cos 2x| <1, tai su visomis x reikš- 


E 
Al ir: 


cos 2x 


mėmis ys +1, be to, su visomis x reikšmėmis 5% 


yz «1. Todėl 
duotoji nelygybė ekvivalenti tokiai nelygybių sistemai: 

cos 2x 

prr 0, 

y2 + e Em 

cos? 2x —sin? x o) — sin? x>0. 


Nelygybė — sin? x >0 teisinga tik su tomis x reikšmėmis, su ku- 
riomis sin? x=0. Išsprendę šią lygtį, gauname x=nk, keZ. Kai 
x=nk, tai ir nelygybė cos 2x>0 yra teisinga. Todėl x=1k, keZ 
yra duotosios nelygybės sprendinys. 

Atsakymas. x=nk, keZ. 


Pratimai 


Isspreskite nelygybes: 
1026. 23 x >2c08 x. 
1027. log, cos xa l. 
T 


1028. 2ICC0S (x2—3x4-2) 


8x?— 10x -3 70. 
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1029. 


1030. 
1031. 
1032. 


1033. 


1034. 


1035. 


1036. 
1037. 


1— y4 + logs sin x— logs cos x>0. 


y log, tgx—1 
2 


2 >l. 


4 logis cos 2x +2 log, sin x - log» cos x+3<0. 


logs (1+cos 4x) S! +10g v3 sin x. 


lg(tg x--ctg x) -1g 4 <2. 


lg (sin x+cos x) 
—logos(1+cos 3x) «:2--1ogz (0,25 — cos x). 


logi x V sin? x- Š <1. 
logo sin x V 14-2 cos T A 


log?;, , 2« logam x 4 sin? x. 


VIII SKYRIUS. FUNKCIJŲ GRAFIKAI 


$ 1. FUNKCIJŲ GRAFIKŲ BRAIŽYMAS, TAIKANT 
TRANSFORMACIJAS 


Šiame paragrafe išnagrinėsime, kaip, transformuojant grafi- 
kus, iš funkcijos y=/(x) grafiko galima gauti šių funkcijų gra- 


1. y=f(x) a; 2. y=f(x+a); 3. y- Af (x); 
4. y— f (Rx); 3. y=1Hx) s 6. y=į(|x|); 
7. |y| - f(x). 


1. y—f(x)--a. Su ta pačia argumento x reikšme funkcijų y= 
—f(x) ir y2f(x)--a reikšmės skiriasi dydžiu a. Kai funkcijos 
y=f(x) grafikui priklauso taškas (x; y), tai funkcijos y=f(x) +a 
grafikui priklauso taškas (7; y4+a). Vadinasi, norėdami gauti 
funkcijos y=f(x)+a grafiką, turime funkcijos y=f(x) grafiką 
pastumti išilgai ašies Oy per a vienetų aukštyn, kai a>0, ir per 
la! vienetų žemyn, kai a<0. 

2. y=f(x+a). Tarkime, kad funkcijos y=f(x) grafikui pri- 
klauso taškas (x; y). Tuomet funkcijos y=f(x+a) grafikui pri- 
klausys taškas (7—a; j), nes funkcija y—f(x--a) įgys tą pačią 
reikšmę y, kai x=x—a. Taškas (x—a; y) gaunamas iš taško 
(z; y) lygiagrečiuoju postūmiu išilgai ašies Ox. Todėl, norėdami 
gauti funkcijos y=/(x+a) grafiką, turime funkcijos y=f(x) gra- 
fiką pastumti išilgai ašies Ox per a vienetų į kairę, kai a>0, ir 
per |a| vienetų į dešinę, kai a<0. 

l pavyzdys. Nubraižykite funkcijų y=(x+2)? ir y=1+ 
--2*-3 grafikus. 

Sprendimas. Funkcijos y=(x+2)? grafiką gauname iš 
funkcijos y— x? grafiko, pastarąjį pastüme per 2 vienetus į kairę 
(60 pav.), o funkcijos y=14+2*—3 grafiką gauname iš funkcijos 
y=2* grafiko, pastume jį per 3 vienetus į dešinę ir pakėlę per 
1 vienetą aukštyn (61 pav.). 

3. y=Af(x). Kai funkcijos y=f(x) grafikui priklauso taškas 
(z; y), tai funkcijos y=Af(x) grafikui priklauso taškas (x; Ay). 
Vadinasi, norėdami gauti funkcijos y= Aj(x) grafiką, turime funk- 
cijos y=f(x) grafiko ordinates padauginti iš skaičiaus A. Kitaip 
sakant, funkcijos y— Af (x) grafikas, kai A70, gaunamas, ištem- 
piant funkcijos y=f(x) grafiką nuo abscisių ašies, kai ištempimo 
koeficientas lygus A 

Kaip atskirą atvejį išnagrinėsime funkcijos y= —j(x) grafiką. 
Kai funkcijos y=f(x) grafikui priklauso taškas (z; y), tai funk- 
cijos y=—f(x) grafikui priklauso taškas (x; —]). Šie du taškai 
simetriški vienas kitam ašies Ox atžvilgiu. Todėl funkcijos y= 
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62 pav. 


Sprendimas. Panaudojame funkcijų y=cos x ir y=x? gra- 
60 pav. fikus (62 ir 63 pav.). į j 
4. y=į(kx). Tarkime, kad funkcijos y=f(x) grafikui priklauso 


taškas (x; y). Grafikui y=f(kx) priklausys taškas (Es 7) „nes 


tokią pat reikšmę y funkcija įgvs, kai x= 2 „Kai &» 1, taškas = 


yra k kartų arčiau koordinačių pradžios nei taškas z, o kai 0 &« 1, 
pavyzdžiui k= i , taškas > = Y =mz yra m kartų toliau nuo 


m j 


koordinačių pradžios nei taškas z. Todėl funkcijos y=ĵf(kx) gra- 


61 pav. 


= — f(x) grafikas simetriškas funkcijos y=f(x) grafikui ašies Ox 
atžvilgiu. i 

Dabar aišku, kaip reikia braižyti funkcijos y=Af(x) grafiką, 
kai A<0. Iš pradžių reikia grafiką ištempti, parinkus ištempimo 
koeficientą A, o paskui simetriškai atvaizduoti abscisių ašies at- 
žvilgiu. 

2 pavyzdys. Nubraižykite funkcijų y=2 cos x ir y-i e 
grafikus. 4 63 pav. 


192 13. Matematika 193 


64 pav. 


fikas gaunamas iš funkcijos y=/(x) grafiko, jį suspaudžiant nuo 
ordinačių ašies, kai R>l, ir ištempiant, kai 0<k<l. 
3 pavyzdys. Nubraižykite funkcijų y= cos ir y —sin 2x 
grafikus. 
Sprendimas. Panaudojame funkcijų y=cos x ir y=sin x 
grafikus (64 ir 65 pav.). 
4 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos 
_3x—l 
m 
grafika. 
Sprendimas. Pertvarkome funkcija: 
3x—1. 3x—342 3(x—1), 2 


Y x-l x—1 x—1 "Ec zx 


2 
Vt 
Pažymėjus f(x) = E , duotoji funkcija būtų y=3+f(x—1). Vadi- 


nasi, jos grafiką gausime iš funkcijos y=2 grafiko, pastūmę 


65 pav. 
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66 pav. 


pastarąjį per 1 vienetą į dešinę ir pakėlę per 3 vienetus aukštyn 
(66 pav.). 
5 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos 


y=2 sin (4x4- £) 
graliką. 

Sprendimas. Iš 4 pavyzdžio matėme, kad nelengva brai- 
žyti, daug kartų transformuojant funkcijos y=f(x) grafiką. Dar 
sunkiau, kai funkcija y=f(x) yra trigonometrinė. Todėl tokios 
funkcijos grafiką braižysime kitu būdu. Pirmiausia rasime taškus, 
kuriuose sinusoidė kerta ašį Ox: 


2sin (4x+ 3) =0, 


4x+ 3 —nh, keZ; 


iš čia x= Gh m Imdami k=0, +1, +2, ..., gauname taškus 
R NE AE E A i ; Ei 
A oq A pi a Atidedame juos asyje Ox 


(67 pav.). Žinome, kad taškas, esantis viduryje tarp dviejų greti- 
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67 pav. 


mų taškų, yra sinusoidės maksimumo arba minimumo taškas. 
Pavyzdžiui, viduryje tarp $ ir B yra taškas L , kuriame funk- 
cija igvja reikšmę  y-2sin ES x + 3) =2 sin (2 + i)- 
=2sin = =-—2, Todėl šis taškas yra minimumo taškas. Dabar 
grafiką nubraižyti jau nesunku (67 pav.). 

5. y=|[(x)|. Prisiming modulio apibrėžimą, turime: 


[n kai f(x) >0, 
I= 1 —[(x), kai f(x) «0. 


Nubraizome funkcijų y=f(x) ir y=—f(x) grafikus (68 pav.). 
Iš funkcijos y=f(x) grafiko imame tik tą dalį, kuri yra virš ašies 
Ox, nes f(x) =0, o iš funkcijos y=—f(x) grafiko — dalį, kuri ati- 
tinka tas x reikšmes, su kuriomis funkcijos y=f(x) grafikas yra 
žemiau ašies Ox, nes f(x) <0. Taigi darome išvadą. Norint nubrai- 
žyti funkcijos y= |f(x)| grafiką, reikia nubraižyti funkcijos y= 
=/f(x) grafiką, jo dalį, kuri yra virš ašies Ox, palikti nepakeistą, 
o dalį, esančią po ašimi Ox, simetriškai atvaizduoti ašies Ox at- 
žvilgiu ir gautąsias aibes sujungti (68 pav.). 

6 pavyzdys. Nubraižykite iunkcijos 

y=Vx'-44+4 

grafiką. 
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~ 


y=-f(x) 
68 pav. 69 pav. 


Sprendimas. Pertvarkome duotaja funkciją: 
y=V x!-4cxx4- Y (3—3)2- |x? — 9] 
ir braižome jos grafiką (69 pav.). 
mu y=i(|*|). Si funkcija yra lyginė, ir jos grafikas simetriškas 
ašies Oy atžvilgiu. Todėl funkcijos y=/(|x|) grafiką gauname 
taip: nubraiZome funkcijos y=f(x) grafiką, jo dalį, kuri vra pus- 
plokštumėje X220, simetriškai atvaizduojame ašies Oy atžvilgiu 
ir gautąsias aibes sujungiame (70 pav.). 
7 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos 
1 
y= y log, x? 
grafiką. 


ys f(Ixl) 


70 pav. 
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y=f( x) 


y=log4lxl 
2 


71 pav. 72 pav. 


Sprendimas. Pertvarkome duotąją funkciją: 
1 
pe :2log, |x|=log, Ix] 
$ 2 


ir braizome jos grafika (71 pav.). 

7. |y| - f(x). Si lygybė turi prasmę tik tada, kai f(x) >0. Pa- 
rašę be modulio ženklo, gauname: 

y==j(x), kai f(x) 20. 

Nubrėžiame funkcijų y=f(x) ir y —f(x) grafikus ir iš kiek- 
vieno jų imame dalį, atitinkančią tas x reikšmes, su kuriomis 
f(x) >0 (72 pav.). Taigi, norint nubraižyti funkcijos |y|=f(x) 


lyl-t-sin x y=1-sinx 


yssin x-1 


73 pav. 
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lyl=f(x) 


— 


grafiką, reikia funkcijos y=f(x) grafiko dalį, kuri yra virš ašies 
Ox, simetriškai atvaizduoti šios ašies atžvilgiu ir gautąsias aibes 
sujungti (72 pav.). 

8 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos 

|y|=1-—sin x 
grafika. 

Sprendimas. Nubraižome funkcijos y=1—sinx grafiką 
(73 pav.). Kadangi su visomis x reikšmėmis y>0, tai visą grafiką 
simetriškai atvaizduojame ašies Ox atžvilgiu. Duotosios funkcijos 
grafiką sudaro abi kreivės (73 pav.). 


$ 2. TIESINĖ FUNKCIJA 


1 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos 
(0X —5x44 
mE T 


grafiką. 
Sprendimas. Duotąją funkciją pertvarkome: 
— P-5X44 _ (x-4)(x—1) e kai x>1, 
|x—1]| 1x1] — (x—4), kai x«1. 


Brėžiame funkcijų y=x—4 ir y=4—x grafikus (74 pav.). Iš 
funkcijos y=x—4 graliko imame dalį, atitinkančią x>1, o iš 
y=4—x grafiko — dalį, atitinkančią x<1. Taškai, kurių abscisé 
x=1, funkcijos grafikui nepriklauso. 

2 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos 


lyl+|x]=1 


grafiką. 


74 pav. 
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b) 
y 
1 
X 
c) d) e) 
75 pav. 
Sprendimas. Pertvarkome funkciją: 
ly|=1- |x]. 
Jos grafiką braižome atskirais etapais: 
a) y=x; h) =|x]; y=- |*|; 
d) y=1—|x]; ) jii ix (25 "pav. 
Pratimai 
Nubrai£ykite funkcijų grafikus: 
1038. y= EL, | 1039. y=|x+1| + |4. 
1040. |y|=1+ |x|. 1041. y=|x—1|+4x+1]. 
1042. y= |x—2|- |x 4-2]. 1043. y= |x4-2| 4x 4-3] —]x]. 
1044. y ||x| — 1]. 1045. y= — : 


$ 3. KVADRATINĖ FUNKCIJA 
1 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos 
=|4x—| 
grafiką. 
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Sprendimas. Pirmiausia nubraižome funkcijos y=4x— x? 
grafiką. Randame parabolės viršūnę: 


y'=4—2x, 4—2x=0, x=2; 
iš čia y—4-2—2?—4. Parabolės viršūnė yra taške (2; 4). Toliau 
randame taškus, kuriuose parabolė kerta ašį Ox: 

4x — x? — 0, 

x=0 ir x=4. 

Žinodami parabolės viršūnę ir taškus, kuriuose ji kerta ašį Ox, 
galime nesunkiai nubraižyti parabolę (76 pav.). Pagaliau grafiko 
dalį, kuri yra po ašimi Ox, atvaizduojame simetriškai šios ašies 
atžvilgiu (76 pav.). 

2 p: avyzdys. > funkcijos 

=(x—1)|x— 2] 
grafiką. 

Sprendimas. Funkciją pertvarkome taip: 

(x—1)(x—2), kai x-2>0, 
ll aj, kai x—2<0, 
haga 0 —3x+2, kai x>2, 
arba Y=1 .-x2.-3x —2, kai x<2. 


Braizome šių dviejų funkcijų grafikus. Iš pirmojo imame dalį, 
atitinkančią x>2, iš antrojo — dalį, atitinkančią x<2 (77 pav.). 
3 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos 


Ix 
x 


ly] =x*- 
grafiką. 


76 pav. 77 pav. 


78 pav. 


Sprendimas. Duotąją funkciją pertvarkome taip: 
= x?—], kai x>0, 
Wl= DET kai x0. 


. Braizome funkcijų y=x?—1 ir y=x2+1 grafikus. Iš pirmojo 
imame dalį, atitinkančią x20, iš antrojo — dalį, atitinkančią x<0 
(78 pav., a). Tada gautųjų kreivių dalis, kurios yra virš ašies Ox, 
simetriškai atvaizduojame šios ašies atžvilgiu (78 pav., b). 

4 pavyzdy s. NubraiZykite funkcijos 


yt lyl=(x— ||)? 
grafika. 

Sprendimas. Išnagrinė- 
kime, kokia yra funkcijos iš- 
raiška kiekviename ketvirtyje. 

I ketvirtyje x>0, y>0, to- 
dėl |x|=x ir |y|=y. Funkcija 
įgyja išraišką y+y=0, y=0. 

II ketvirtyje x<0, y>0, to- 
dėl |x| 2 —x ir |y|=y. Funkcija 
įgyja išraišką y+y=(x+x)?, 
y-2x*. 

III ketvirtyje x<0, y<0, to- 
dėl idi |y| 2 —y. Funkci- 
ja yra tokia: y—y= (x+x)3, 
0=4x? x=0. E 

IV ketvirtyje x0, y<0, to- 
del |x| 2x, |y|= — y. Šias reikš- 
79 pav. mes įrašę į duotąją funkciją, 
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S a 


gauname tapatybe 0—0. Vadinasi, IV ketvirtyje funkcijos grali- 
kas yra visi to ketvirčio taškai (79 pav.). 


Pratimai 


Nubraižykite funkcijų grafikus: 


; 31 
1046. y=|x2—5x+61. 1047. = 1e 
1048. y= (2— |x|) (|x|+1). 1049. y=x?+2|x| +1. 
1050. y= |3—x|(2—x). 1051. y= (x— |x|)?. 
1052. |y| =x?—8x+7. 1053. y=x+xV (x—2)?. 
1054. y= — |x24+2x+3|. 1055. y= |x—3]-[x- 4]. 


§ 4. RODIKLINĖ IR LOGARITMINĖ FUNKCIJA 


1 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos 
(1 yt 
s= (5) 
Sprendimas. Duotąją funkciją pertvarkome taip: 
BV " 
seen erant 
C "(afta ee. 
Braižome šių dviejų funkcijų grafikus. I$ pirmojo imame dalį, ati- 


tinkančią x>0, o iš antrojo — dalį, atitinkančią x<0 (80 pav.). 
2 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos 


ly] 2 291 —3 


'grafika. 


grafiką. 

Sprendimas. Šios funk- 
cijos grafiką braižome atskirais 
etapais: 


a) y=2*; b) y=2"; 
c) y=2!l*!-3; d) |y| 22*1—3 
(81 pav.). 

3 pavyzdys. NubraiZy- 
kite funkcijos 

y= |logs(x— 3) 
grafika. 


Sprendimas. Sios funk- 
cijos grafiką braiZome atskirais 
etapais: 80 pav. 


- 08 


Sprendimas. Nustatome funkcijos apibrėžimo sritį: 


ac" lg sin x>0, e : R 
E x»0 Sl sinz50 *Sinx>1; 
iš čia sin x=1, t. y. x=nk, kezZ. Taigi 


y=(3). kai x=nk, keZ. 


| Funkcijos grafiką sudaro atskiri rodiklinés funkcijos kreivės taš- 
kai (83 pav.). 

5 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos 

y x=logs(y+ V y?+1) 

1 grafiką. 

| Sprendimas. Pirmiausia atkreipiame démesj j tai, kad su 


visomis y reikšmėmis y+ V y?4- 17 0. 
i Duotąją funkciją pertvarkome taip: 


' y+ V +=. (1) 
Abi lygybės puses padauginę i$ y— Vy?+1, gauname: 

81 pav t Vie) (y— V £1) =3 (y V y^), 

| pf-y-1-8(y— V y! 1), 


i a) y=logəx; b) y—logo(x—3); c) y= |loga(x—3)] (82 pav.). -123*(y— V +1); 


4 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos iš Cia — 
y= (Sy ves | y-Vy+l=-3-x=, (2) 
2 
graliką. y 
y eS .ats37* 
»2 F 


i 
\ 
y= llog, (x-3)I Y 


904 | e 83 pav. 84 pav. 
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Sudėję (1) ir (2) lygybes, turime: 
2y =3*—3-*; 
y= y (9-37), 


x 


Braižome funkcijų y= T ir y-— 


dt 
2 
erafiskai sudedame, sudėdami taškų, kurių abscisés yra lygios, 
atitinkamas ordinates (84 pav.). 


grafikus, paskui juos 


Pratimai 


Nubraižykite funkcijų grafikus: 
lx 


1056. y=2 11. 1057. y=2* . 
1058. y=3*—3M. 1059. y—2]*l +x. 
32*—9 + 
1060. Y= 18723 . 1061. y=2* . 
2 
1062. y= iiem. 1063. y= logs (x41) |. 
1064. y—log, (x— 1)?. 1065. y= |log, |x|]. 
y " 
1066. y= 208x, 1067. y= 3!08:1*1 , 


1068. y= 208x], 1069. |y|=log, (x—2). 
2 


1070. x|y| —logzx*— |y| +-10g>x=0. 


$ 5. TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 


1 pavyzdys. Nubraizykite funkcijos 
y= |sin x| +sinįx| 
grafika. 
Sprendimas. BraiZome funkcijų y= |sin x| (85 pav., a), 
y=sin|x| (85 pav., b) grafikus, paskui juos grafiškai sudedame 


(85 pav., c). 
2 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos 
y= |tg x|ctg x 
grafiką. ` 


Sprendimas. Išnagrinėkime, kokia yra šios funkcijos iš- 
raiška kiekviename ketvirtyje. 
I ir III ketvirtyje tg x>0, todėl |tg x|=tg x ir y=tg x ctg x=1, 


kai xÆ 5k kez. 
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a) y=lsin xi y 


b) y=sinlxl 


372 


c) y=Isin xl« sinlxl 


27 3T X 


86 pav. 


II ir IV ketvirtyje tg x<0, todėl |tg x| - —tg x ir jen Uns 
Xctg x2 —1, kai x 5 k, kezZ. Reikalavome, kad būtų xz^ > k, 
nes šiuose taškuose neapibrėžta arba funkcija tg x, arba funkcija 
ctg x. Toliau reikia nubrėžti funkcijų y=1 ir y=-—1 grafikus ir 
paimti atitinkamas jų dalis (86 pav.). — 

3 pavyzdys. Nubraižykite funkcijos 

y= |y|sin x 
grafiką. 
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87 pav. 


Sprendimas. Pažiūrėkime, kokia yra šios funkcijos išraiš- 
ka kiekviename ketvirtyje. . A 4 Vno 

I ir II ketvirtyje y>0, todėl |y| 2 y ir y=y sin x, sin x=1; iš čia 
x= $ +2nk, ke, yH0. 

III ir IV ketvirtyje y<0, ir funkcijos išraiška tokia: sin x= — 1; 


iš čia x= — = +2nk, keZ, y0. Imdami įvairias k reikšmes, gau- 


name be galo daug pustiesių, lygiagrečių ašiai Oy (87 pav.). Kai 
y=0, lygybei y= |y|sin x tinka bet kurios sin x reikšmės. Todėl, 
kai y=0, tai x — bet kuris skaičius. Vadinasi, duotosios funkcijos 
graiikui dar priklauso ašis Ox. 


Pratimai 


Nubraižykite funkcijų grafikus: 


1071. y= [eos 7]. 1072. y— — [sin 2x]. 
1073. y= |tg x]. 1074. y= |ctg «|. 
1075. y=tg|x|. 1076. y=cosž x(14-tg? x). 
1077. |y|=sin|x|. 1078. y= —cos 2x. 
P sin x [sin x| 
1079. y=3|sin(x—1)|. 1080. Sa“ wr 
1081. y=2|sin x|cos x. 1082. y= |cos? x—sin? x|. 
x 

21g 5 : Zi 
1083. y= 2. 1084, y= 56727 , 

1-tg 5 


1085. y=x2+ V [cos x| - 1. 1086. y=cos x|cos x|-- sin x|sin x|. 


IX SKYRIUS.  RIBU TEORIJA 


$ 1. FUNKCIJOS SAVOKA 


Funkciją apibrėšime, vartodami atvaizdžio sąvoką. Priminsime 
šios sąvokos apibrėžimą. 

Tarkime, kad duotos dvi bet kokios aibės X ir Y. Tokia atitiktis, 
kai kiekvienam aibės X elementui x priskiriamas tik vienas aibės 
Y elementas y, vadinama aibės X atvaizdžiu aibėje Y. Ji žymima 
x— y. Elementas y vadinamas elemento x vaizdu. Atvaizdis gali 
būti toks, kada visi aibės Y elementai yra aibės X elementų vaiz- 
dai (88 pav., a), ir toks, kada aibėje Y yra elementų, kurie nėra 
aibės X elementų vaizdai (88 pav., b). Kai aibės X vaizdas yra 
visa aibė Y (88 pav., a), sakome, kad aibė X atvaizduojama į 
aibę Y. 

Taigi sąvokos „aibės atvaizdis aibėje“ ir „aibės atvaizdis į 
aibę“ yra skirtingos. Kad būtų aiškiau, šias sąvokas įtvirtinsime 
pavyzdžiais. i 

l pavyzdys. Sakykim, visų realiųjų skaičių aibė R atvaiz- 
duojama joje pačioje pagal taisyklę x— |x|. Aibė, kurioje atvaiz- 
davome, turi elementų, kurie nėra x vaizdai — tai visi neigiamieji 
skaičiai. Šiuo atveju turime aibės atvaizdį aibėje. 

2 pavyzdys. Kiekvienam plokštumos taškui (x; y) priski- 
riame jo abscisę: (x; y) — x. Gauname plokštumos atvaizdį į tiesę, 
nes kiekvienas skaičių tiesės taškas yra tam tikro plokštumos taš- 
ko vaizdas. Taigi čia yra aibės atvaizdis į aibę. 

l apibrėžimas. Skaitine funkcija vadinamas aibės R poai- 
bio D atvaizdis į aibės R poaibį E. Aibė D vadinama apibrėžimo 
sritimi, aibė E — reikšmių sritimi. 

Poaibio D elementus pažymėję raide x, poaibio E — raide y, 
o taisyklę, pagal kurią atvaizduojame,— raide f, funkciją galėsime 
pažymėti x— y arba y=f(x). 


a) b) 
88 pav. 


14. Matematika 209 


89 pav. 


2 apibrėžimas. Funkcijos į grafiku vadinama aibė koordi- 
naciy plokštumos taškų (x; y), su kuriais y=į(x), kai xD. | 

3 pavyzdys. Tarkime, kad funkcijos ho ¡A fn yra api- 
bréztos toje pačioje aibėje D. v x=D priskiriamas didžiausias iš 
skaičių fi (x), falx), ..., fm (x). Taigi aibėje D bus apibrėžta funk- 
cija 

f(x) =maz(H (x); falx); ...:; Bea) 
Remdamiesi funkcijų fi, f, ..., În grafikais, nubraiZykite šių funk- 
cijų grafikus: 

a) f(x) - max(sin x; cos x); b) f(x) =—max (x; 2—x; 2). 

Sprendimas. a) fi(x) =sin x; [s(x) =cos x; D=] —oo; oo[. 

Funkcijų fı ir f» grafikai parodyti 89 paveiksle. Tame pačiame 
paveiksle nubraižytas ir funkcijos f grafikas (storesnė kreivė). 
Funkciją f(x) analiziškai galėtume parašyti taip: 


90 pav. 
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. [sin x, (x | sin xzecos x), 
f(x) — | cos x, fx | cos xzesin x). 


b) f(x) =; fs(x) 2—3; fs(x) 22; D=]—00; co[ (90 pav). 
Šiame pavyzdyje 


2—x, xe] —oo; 0], 
f(x) = E xe [0; 2], 
x xe |2; oo [. 
Pratimai 


Raskite funkcijy apibrėžimo sritį: 


EPR RM ES 1—2x 
1087. y= "EEUU 1088. y V le £13 * 
1089. —Á— 1090. y= log; (x2—2x 4-3). 
4 V logs x—logz x 


1091. y= > LM 1092. y-1g(V5—x4- V x —3). 


arcsin(x—3) * 


1093. y= vo e . 1094, y= V 1—2x4+3 arcsin H E 


X 
EL ACA 20 2x43 
1095. y= VE V sin X. 1096. y= nc eg 
1097. Duotos funkcijos f(x) —In x ir g(x) =2 cos 2x. Raskite aibių, 
į kurias šios funkcijos atvaizduoja atkarpą [1; 9], sankirtą. 


1098. Duotos funkcijos [(x) - V 1—1g(x43) ir g (x) =2 arcsin x. 
Raskite D(/)NE(g). 


$ 2. SEKOS SĄVOKA 


Apibrėžimas. Begaline skaičių seka vadinama skaitinė 
funkcija, apibrėžta natūrinių skaičių aibėje N. 

Sios funkcijos apibrėžimo sritis — aibė N, reikšmių sritis — 
aibė R. 

Sekos bendrąjį narį pažymėję xn (čia n — nario numeris), ga- 
lėsime parašyti n— x, arba x,-—j(n). Seką žymėsime simboliu 
(Xn). 

Prisiminsime du svarbiausius sekų reiškimo būdus. 

1. Seka išreiškiama formule x„=/(n), nurodančia, kaip pagal 
numerį n apskaičiuojamas atitinkamas narys x„. Pavyzdžiui, for- 


mulė xn = EYE apibrėžia seką 
jon 24456. n 
2 37 4. * 52 6^" * AB? 
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2. Seka išreiškiama rekurentiškai: nurodomas pirmasis sekos 
narys (arba keli pirmieji nariai) ir taisyklė, pagal kurią galima 
nustatyti (n+1)-ajj narį, kai žinomas numeris n>1 ir sekos na- 
riai, kurių numeriai ne didesni už n. 

Pavyzdys. Raskite xn, kai seka (xn) apibrėžta formule 


Xp UADB, n=l. 
Sprendimas. Lygybėje xni mx, CEU vietoj n jra- 


$e skaičius 1, 2, 3, gauname: 
xx f =] +3=4, 


m=i $7 =446=10, 


ecc] |] || ||] I TIT |] |]| |] |]| | n 


lal psg 
x,=1 6 ' 
:3-4 

x)=4= A , 
3.4.5 


iškeliame hipotezę (teiginį A(n)), jog 
NO n(n4-1) (n--2) 
A 6 . 


Norėdami šią formule pagrįsti, taikome matematinės indukci- 
jos metodą. Priminsime pagrindinius momentus. 

Sąkykim, turime įrodyti, jog tam tikras teiginys A(n) teisin- 
gas. Įrodome dviem etapais: 

1. Patikriname, ar teisingas teiginys A (1). 

2. Tardami, kad teiginys A(n) teisingas, kai n=k, įrodome, 
jog jis teisingas, kai n—&--1, t. y. įrodome, jog A(k) —A (&-F 1). 
Tada galėsime tvirtinti, kad teiginys A(n) teisingas ir su bet 
kuriuo natūriniu skaičiumi n. 

Toliau sprendžiame pavyzdį. 

1. Teiginys 4(1) yra teisingas. 

2. Įrodykime, kad A(k)>-A(k+1). Turime: 


sm EDTA RO EDO») y 
(241) (6-2) — (E41) (&4-2) (2+3) 
quee c eX cem $ 


Kadangi A (k) =A (k+ 1), tai 


— A(n1) (n2) 
n 6 . 
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Pratimai 
Matematinės indukcijos metodu įrodykite šias lygybes: 
1099. 12422432. , pto ED ORE, 
100. 154-2: 894.7. 4 e (PEDO, 
1101. 1-24+2-3+3-44...+n(n+1)= Heroi 2 
1102. Seka (xn) apibrėžta rekurentine formule Xn41=%n+ 


T EDE n-l. Parašykite xn išraišką. 


` 1103. Seka (xn) apibrėžta rekurentine formule x44;—x5—n, xi— 1. 


Parašykite x, išraišką. 


$ 3. SEKOS RIBOS SĄVOKA 


Pradėsime nuo pavyzdžio. Sakykim, duota seka (x4), kurios 
bendrasis narys x4— x . Apskaiciuokime jos narius, imdami n= 
T 

Ma LEA AE, 
q^ 3738 7 gt [orga trees 


Nesunku suvokti, kad sekos nariai, didéjant numeriui n, „artėja“ 


prie 7. Pavyzdžiui, kai n= 101, tai x „= 1D. Bendrąjį narį xa 
parašysime taip: 
Didėjant n, dėmuo 3 „artėja prie nulio", todėl x, iš tiesų artėja 
prie 1. Sj faktą simboliškai žymime taip: 

lim y 


Juo didesnes n reikšmes imame, juo mažiau x4 skiriasi nuo 
savo ribos, lygios >. Vadinasi, ribą galėtume apibrėžti taip: skai- 


čius a yra sekos (x4) riba, kai, imant pakankamai didelius n, x, 
ir a skirtumo modulis pasidaro kiek norima mažas. Toks apibrėži- 
mas gana aiškus, bet netikslus. Kokius n laikyti pakankamai di- 
deliais, ką reiškia „kiek norima mažas“? 

' Suformuluota apibrėžimą patiksliname. Skirtumo x„—a modu- 
lis turi būti mažesnis už bet kurį pasirinktą teigiamą skaičių e. 
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Nustatysime, kokie turi būti šią sąlygą tenkinančių sekos narių 
numeriai. Grįšime prie pavyzdžio. Reikalaujame, kad 


1|- 
Xn— ic 
Išsprendę šią nelygybę, gauname: 

1 
n> De s 


Xa— il «sg tei- 


5 pažymėkime raide N. Vadinasi, nelygybė 
singa su visais n>N=|2/. Kadangi numeris N gali búti tik svei- 


kasis skaičius, tai V imame lygų > sveikajai daliai: 


e E 
E E ^ 
Apibrėžimas. Skaičius a vadinamas sekos (x,) riba, kai 


kiekvieną teigiamą skaičių e atitinka toks natūrinis skaičius N, 
kad su visais n>N teisinga nelygybė 


[x4 —a| «e. 


Simboliškai šis apibrėžimas parašomas taip: lim x4—a, jeigu 


n—>00 


Ve>0 JIN: n>N=>-|x,—a|<e. 


Seka, kuri turi ribą, vadiname konverguojančiąja seka. Dar 
kartą akcentuojame: norėdami įrodyti, kad seka (xn) konverguoja 
prie a, pagal duotąjį e turime surasti tokį numerį N, kad su visais 
n>N galiotų nelygybė |x.—aj<e. 

Pavyzdys. Įrodykite, kad lim D =4. Kam lygus N, kai 
£=0,042 

Sprendimas. Iš nelygybės 


8n+7 
EU -4| «eg 


gauname: 
zs «gn» L " 
Paėmę N=[Z), turėsime: n>N = |x„—4|<e, todėl lim xn=4. 
Kai e=0,04, tai L=,L =87,5. Taigi N=87. 


0,08 
Išsiaiškinsime sekos ribos geometrinę prasmę. Nelygybé 


[xa — a| &e => a—e« xa «a4 e. 
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Taigi visi sekos (xn), konverguojanéios prie a, nariai, kurių nu- 
meriai n>N, t.y. nariai 


XN4)» XN42, 0... 


patenka į intervalą ]a—e; a--e[, vadinamą taško a aplinka. Tuo 


pačiu taško a aplinkos išorėje bus tik baigtinis sekos narių skai- 
cius. 


Pratimai 


Įrodykite lygybes: 
1104. lim TH! =1, 


noo 


eS 8142 
1105. lim S =15 


n» 
noo 


„n 9-1 5 24 m—2 1 
1106. lim nr > 1107. lim m ms 


1108. [rodykite, kad lim a =2. Raskite sekos numerį N, kuriuo 


pradedant 


2n 
zs -2| «001. 


$ 4. RIBU SKAICIAVIMAS 


Apskaičiuodami ribas, remiamės tokia teorema: 
Teorema. Kai lim x,=a, lim Ja —b, tai: 


n--00 Hoo ` 


1) lim Gs +yn) ^a b; 2) lim(x,yn) —ab; 


3) lim z =£ (b0); 4) lim(Cx,)=Ca (C=const). 
Dabar išnagrinėsime sekos ribos apskaičiavimo būdus. 


; : -. 5n-3 
l pavyzdys. Raskite lim 7,75 - 


Sprendimas. Skaitiklį ir vardiklį padalijame iš n: 


3 A 3 
B— X lim (5- i) 


T 5n—3 HH foo 
beu EET. 
+ n n-oo 2+ x] 
lim 5—lim 3. . 
_ n>% noc n_ 5—0 5 


lim24lim 9. 2+0 2 


noo noo MN 


3 5 : 
nes => 0, rud kai n — oo. 


SQQ M46bn—3 y: n npn ]lh 
LS 
"ninm 
4,5 
n+5 1! mn cU. 
3 pavyzdys. lim 55 eri =lim pep sp 
2- ntm 


Iš šių pavyzdžių turbūt suvokėte, kad, apskaičiuojant tokių 
trupmenų ribas, skaitiklis ir vardiklis dalijamas i$ n, pakelto aukš- 
čiausiu laipsniu. 


4 pavyzdys. Raskite dm [gs 3t a)" 


Sprendimas. Pritaike tapatybe 


i cado d 
n(n-l) m nl" 
turime: 
2 p f 1 qUEGEM BEN 
T3712. TT n(nii) ptor. ur 
MES, AS E. 
Tack +1 Tri“ 
Todėl 
. 1 1 Ei 
Nutr ED! lim (1 =! 


Pratimai 
Apskaičiuokite ribas: 


1109. al S B P 


5n— 6. 2n? 
ETE aped 1110. Jim (S555 je 


3n+2 "mana 
n?-nl4- (4-1) (n4- 1)! 


š 2n?—3 3n--4 ; 
1111. - (amt ies]. 1112. lim —— a+ 
m Vrt- Vn+2— y n+5 20 9n414 3n 
1113. 2 A 13 . 1114. lim gnyan * 
UMSO AE a 
1115. lim 2^ . 1116. lin 2: /2- V2....- V2). 5 
n—00 Hoo LOW 
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A 


S 5. MONOTONINĖS IR APREZTOS SEKOS RIBOS 
EGZISTAVIMAS 


1 apibrėžimas. Seka (x,) vadinama didėjančia, kai su 
kiekviena n reikšme teisinga nelygybė 


Xn412 Xn, 


f. y., kai didesnius nariy numerius atitinka didesni sekos nariai. 
2 apibrėžimas. Seka (x,) vadinama mažėjančia, kai su 
kiekviena n reikšme teisinga nelygybė 


Xn+1 Xn. 


Kai x&4122 xs, turime nemažėjančią seką, kai xn41 <Xn,— nedi- 
dėjančią seką. 

Nemažėjančios ir nedidėjančios (kartu didėjančios ir mažėjan- 
čios) sekos vadinamos monotoninėmis sekomis. 

3 apibrėžimas. Seka (x,) vadinama aprėžta, kai egzis- 
tuoja tokie du skaičiai m ir M, kad su visomis n reikšmėmis yra 
teisinga nelygybė 


m<x,.<M. 


Suformuluosime sekos ribos egzistavimo teoremą. 

Vejerštraso teorema. Jeigu seka yra monotoninė ir 
aprėžta, tai ji turi ribą. 

Taigi, norėdami įrodyti, kad egzistuoja sekos riba, turime įro- 
dyti, jog seka yra: 

1) monotoninė; 

2) aprėžta. 

Vejerštraso teorema nenurodo, kaip rasti ribą. Kartais pakanka 
žinoti, kad ši riba egzistuoja. Apskaičiuojant ribą, galima remtis 
teiginiu: kai (xn) — konverguojanti seka, lim x, — kim x2-1. 


1 pavyzdys. Įrodykite, kad seka (x5), apibrézta formule 


— a Pn 
Pot 15 tet To’ 


konverguoja; p; (i=0, 1, 2, 
nedidesni už 9 
Sprendimas. Apskaičiuojame 


...) — sveikieji neneigiami skaičiai, 


Xn31— Xn 7— Path 226; 
iš čia 
| Xn+1>Xn. 
Vadinasi, seka Aš ioari Įrodysime, kad ji aprėžta: 


at 9 
adc — +5 i. = us « Do 10 + 


AN cud. 


ge cau. 


Reiškinys -3 . yra nykstamai mažėjančios geo- 
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metrinės progresijos, kurios vardiklis g= n ir pirmasis narys x= 


9 a n 
=15> Suma. Ji lygi 


9 
SL EPA 


si- 


Taigi 0<x.<po+1; seka yra aprėžta. Kadangi seka tenkina 
abi Vejerštraso teoremos sąlygas, tai ji turi ribą. 


2 pavyzdys. Duota seka (xn): 


V5 V 54 y & V Bi Via PE 


V 5+ ys Viši. VE V 


n šaknų 


įrodę, kad x, « V 5--1, bei įsitikinę, jog seka monotoniné, apskai- 
čiuokite lim Xx. 

Spr en d imas. Si seka yra didėjanti, be to, *x41= V 54- x4. 
Matematinės indukcijos metodu įrodysime, kad seka yra aprėžta. 


Teiginį x„< V5+1 pažymėsime A(n). Teiginys A(1) teisingas 


savaime. Tarkime, kad teiginys A (n) yra teisingas. [rodysime, kad 
A (n) —A (n--1). : bI 


X= V 53 x4 « V 54 V5+1< V 542 sk V 54-1. 


Taigi x«i V 5--1. Seka (xn) tenkina abi Vejerštraso teore- 
mos sąlygas. Todėl ji konverguoja. 


Dabar apskaičiuosime sekos ribą. Tarkime, kad lim x,—a. Ka- 


n->00 


dangi xa41— V5+x,, lim V57+x,= V 54-lim x, (pastarąją lygy- 


noo 


be galima jrodyti), tai 


lim x441— V 5+lim Xn, A= V 524a, 
be to, a0. 
Išsprendę šią lygtį, gauname: 
_1+V2 
a= E EE . 
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Pratimai 


1117. [rodykite, kad seka (xn) didėja, o (yn) mažėja: 
_ 6n—5 = 1 
Xn— Tag > Un— mni 


1118. Įrodykite, kad šios sekos yra apréztos: 


32048. 9n . _ 3n42 
1) Xn= "On , 2) n= jpn? , 3) n— 2n—1 . 
1119. Pritaikę Vejerštraso teorema, įrodykite, kad seka (xn) turi 
ribą: 


= M 


n šaknų 


$ 6. FUNKCIJOS RIBOS SĄVOKA. RIBŲ TEOREMOS 


Prieš apibrėždami funkcijos ribą, išnagrinėsime pavyzdį. 
Sakykim, duota funkcija 
_ 2x:2—8 
"5-2 
Si funkcija neapibrėžta taške x=2. Imkime x reikšmes, artimas 2, 
ir apskaičiuokime funkcijos reikšmes šiuose taškuose: 


x 1,9 | 1,95 1,995 2,001 | 2,0005 

y | 78 | 79 | 7,99 | 8,002 | 8,001 
Ix-2| | 0,1 | 0,05 | 0,005 | 0,001 | 0,0005 
1y—8l | 0,2 | 0,1 | 0,01 | 0,002 | 0,001 


Iš lentelės matome, kad, juo x reikšmės artimesnės skaičiui 2, 
juo funkcijos reikšmė artimesnė skaičiui 8. Taigi, mažėjant reiš- 
kinio |x—2| reikšmėms, mažėja ir reiškinio |y—8| reikšmės. Ki- 
taip tariant, kai x reikšmės pakankamai artimos skaičiui 2, atitin- 
kamos funkcijos reikšmės kiek norima mažai skiriasi nuo skai- 


čiaus 8. Tuomet sakome, kad skaičius 8 yra funkcijos y= = 
riba, kai x artėja prie 2. Žymime 
lim242 —8. 
x-2 x-2 
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, Patikslinsime posakio „kai x reikšmės pakankamai artimos skai- 
čiui 2, atitinkamos funkcijos reikšmės kiek norima mažai skiriasi 
nuo skaičiaus 8“ prasmę. Funkcijos reikšmės kiek norima mažai 
skirsis nuo skaičiaus 8, jeigu 

[y—8|«e, 
kai e — bet kuris kiek norima mažas teigiamas skaičius. Kai x>+2, 
turime: 


ly-8|<e => 


= -8«e = 


2(x—2)(x-2) — 
DES wem 8|<e = 


= |2(++2) -8| «e = |2x—4| «e + |x—2]& $. 
Vadinasi, kad ir koks mažas būtų teigiamas skaičius e, pagal jj 
galima parinkti tokį teigiamą skaičių 6 (šiame pavyzdyje 6-5) A 
kad iš nelygybės |x—2|<ô išplauktų nelygybė |y—8|« e. Čia ir 
2 


yra teiginio lim p =8 prasmė. 
x-2 x 


1 apibrėžimas. Bet kuris intervalas, kuriam priklauso 
taškas a, vadinamas taško a aplinka. Pavyzdžiui, simetriškas in- 
tervalas ]a—6; a4-6[. 

Tarkime, kad funkcija f(x) apibrėžta tam tikroje taško a aplin- 
koje, galbūt išskyrus patį tašką a. Šia savybe kaip tik pasižymėjo 
funkcija y= => taške x=2 ji neapibrėžta, bet apibrėžta bet ko- 
kioje šio taško aplinkoje. 

2 apibrėžimas. Skaičių b vadiname funkcijos f(x) riba, 
kai x — a (arba taške a), jei 


Ve>0 36: |x—a|« 8, xa => |f(x) —b|<e. 
Zymime: lim f(x) =b arba f(x) — b, kai x— a. 
xa 


Salygas |x—a|« 6 ir xa galima parašyti taip: 0 |x—a|« 6. 
Si nelygybé ekvivalenti nelygybei 


a—ó6«x«a-ó, x-;-a. (1) 
Iš nelygybės |f(x) —b|<e gauname: 
b—e<f(x) <b+e. (2) 


Ta faktą, kad f(x)>-b, kai x — a, galima pavaizduoti grafis- 
kai (91 pav.). Kadangi iš (1) nelygybės išplaukia (2) nelygybė, 
tai skaičius b bus funkcijos f(x) riba, kai x — a, jeigu bet kokį 
e>0 atitiks tokia taško a aplinka, kad su visais xa iš šios ap- 
linkos atitinkamos funkcijos reikšmės pateks į 2e pločio juostą, 
apribotą tiesių y=b—e ir y—b4-e. ; 

Dar kartą pabrėžiame: norint įrodyti, kad lim f(x) =b, reikia 


parodyti, jog pagal duotąjį e >0 visada galima parinkti tokį 620, 
kad iš nelygybės 0<|x—a|<ė išplauktų nelygybė |f(x) —b|<e. 
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91 pav. 


1 pavyzdys. Įrodykite, kad lim (2x+-3) =5. 


Sprendimas. Taške x=1 funkcija yra apibrėžta. | : 
Reikia parodyti, jog pagal duotąjį £20 galime parinkti tokį 
$>0, kad galiotų sąlyga: 
Ix—1|«6 > |(2x4-3) 5| «e. (3) 
Kadangi 
|(2x4-3) -5| «e > |x- 1] € 5 , 


tai, parinke ó- 3. gauname: 
Ix—1|«6 > |(2x+3) -5| <e. 
Vadinasi, lim (2x 4-3) =5. 
x1 


x——16 _ 
ci =8. 


2 pavyzdys. Įrodykite, kad lim 
Sprendimas. Funkcija apibrėžta visoje skaičių tiesėje, iš- 
skyrus tašką x=4. Kai x4, tai UE 
dyti, kad pagal e>0 galima parinkti tokį 670, kad i$ nelygybės 
0<|x—4|<6 išplauktų nelygybė LL —8|<e, t.y. |x-4—8| «e. 
Iš čia |x—4|« e.Vadinasi, reikia parinkti 6= z. 
3 pavyzdys. Įrodykite, kad lim x^—4. 


x2 


=x+4. Taigi turime paro- 
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Sprendimas. Reikia įsitikinti, kad 
Ve>036>0: |x—2|<ė > |x2—4|<e. 


Nelygybé |x?—4|«e ekvivalenti nelygybei 
4—eg«x?«A-re, 


iš kurios, atsiZvelge, kad x>0 (x— 2), gauname: 
V4-e<x<V4te. 
Atėmę iš visų dalių po 2, turime: 
| V4Ze-2<x-2< YA e-29. (4) 


Kadangi V4-—s—2«2— V 4e (tuo įsitikinti nesunku), tai, 
galiojant nelygybei 


2- V 4cs«cx—2« Y 4c e—2, (5) 


bus teisinga ir (4) nelygybė. (5) nelygybė ekvivalenti nelygybei 
Ix—2|< Y 44-e—2. 


Taigi, paėmę ô= V 44-e— 2, gausime, kad |x—2|«62-|x2? — 4| « 
«e. Teiginys jrodytas. 

Suformuluosime ribų teoremas, analogiškas šio skyriaus $ 4 
teoremoms. 

1 teorema. Jeigu funkcija f(x) turi ribą, kai x — a, tai ši 
riba yra vienintelė. 

2 teorema. Jeigu lim f(x) =A, lim g(x) —B, tai: 

xa xa 


D lim((z)*z())-4B; 2) lim(()g(9)) - AB; 
3) lim 165 5 B%0); 4) limef(x)=cA (c const). 


Pratimai 


Taikydami funkcijos ribos apibrėžimą, jrodykite šias lygybes: 


1120. Hii scis e, 1121. lim k=&k (R=const). 
X—— X—ü 

1122. lim x—a. 1123. lim =P =6. 
xa 8 x—3 

1124. A. 1125. lim a*=1 (a>1). 
x x0 
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$ 7. FUNKCIJOS TOLYDUMO SAVOKA. RACIONALIUJU 
IR TRIGONOMETRINIU FUNKCIJU TOLYDUMAS 


Apskaičiuoti funkcijos ribą, taikant ribos apibrėžimą, gana su- 
dėtinga. Skaičiuoti ribas daug lengviau, apibrėžus funkcijos toly- 
dumo taške sąvoką. 

Apibrėžimas. Funkcija f(x) vadinama tolydžia taške x=a, 


kai 
lim f(x) = Ka). (6) 


Taigi funkcija yra tolydi taške a, kai jos riba taške a sutampa 
su funkcijos reikšme šiame taške. 

Kai (6) lygybė neteisinga, funkcija f(x) vadinama trūkiąja, 
o taškas x=a — jos trükio tašku. 

Iš (6) lygybės išplaukia gana praktiškas ribų skaičiavimo bū- 
das: jeigu funkcija f(x) tolydi taške x=a, tai funkcijos riba, kai 
x> a, lygi funkcijos reikšmei taške a. Vadinasi, taikydami šią 
taisyklę, pirmiausia turime žinoti, ar funkcija yra tolydi. 

Mokykliniame matematikos vadovėlyje įrodyta, kad laipsninė 
funkcija y=x7, daugianaris P(x) -—aox"^-Fa,x"-! --...--as-1Xd- Qn 
(a4;>+0) yra tolydžios aibėje R funkcijos. Trupmeniné racionalioji 
funkcija R(x) = o) (P(x) ir Q(x) — daugianariai) irgi yra tolydi 
su visomis x reikšmėmis, su kuriomis ji apibrėžta. 

Todėl tokių funkcijų ribą galima apskaičiuoti pagal (6) for- 
mulę. Pavyzdžiui, : 

2,347 247 
mci». 705 


x51 


1 pavyzdys. Apskaičiuokite ribą lim XLI * 
x-——1 
Sprendimas. Sj kartą (6) formulės tiesiogiai taikyti ne- 
galima, nes taške x= — 1 funkcija neapibrėžta. Tačiau, kai x55—1, 
Sel GAI EE e yh] 


x4-l x+1 
Todėl į 


limi! =lim(x2—x+1) =(-1)2+1+1=3. 


x-1 —1 
2 pavyzdys. Apskaičiuokite ribą lim Vx+3-2, 


x1 x— 
Sprendimas. Taške x=1 funkcija neapibrėžta. Todėl, ap- 
skaičiuodami ribą, funkciją turėsime pertvarkyti: 


L Ža 
lim 2483 1 (Y x£3y-2 se 
x» *—1 x (x—1) (C Vx+3+2) 
A, E E — — TR 
xp (x—1)( V x+3+2) ai (x—1)( Vx+3+2) 
=lim be im. 


x1 V x-342 V4412 4 
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3 pavyzdys. Funkcija I - A 

x— 
x=0. Kokia turi būti šios funkcijos reikšmė [(0), kad funkcija 
būtų tolydi taške x= 0? 


Sprendimas. Pagal tolydumo taške apibrėžimą funkcija 
f(x) bus tolydi, kai 
lim f(x) -[(0). 


neapibrėžta taške 


Apskaičiuojame ribą 
tim Vlž*-! l lim (IEEE DO Tee D V (xy E) 
V 1+%=1 n Lex- D (V (7k) (V 17101) I 1+x+1) 
-lim (20d V 1x41) 
x>0 (1+x—1)(V 1+x+1) 
-lim VEA Fr 1+1+1 
1>0 ri 1+1 


Taigi, parinke j(0) = 5 ir Ka funkciją pagal taisyklę 


e= Y 14% ¡WE : 


„kai x=0, 


turėsime funkciją, tolydžią intervale | — oo; oo [. 

Apskaičiuodami trigonometrinių funkcijų ribas, remsimės ži- 
nomais mokyklinio matematikos kurso teiginiais, kad sinusas ir 
kosinusas yra tolydžios funkcijos visoje skaičių tiesėje, o tangen- 
tas ir kotangentas — apibrėžimo srityje. Todėl ir čia galėsime tai- 


Li Va li tgx 


kyti (6) formulę. Pavyzdžiui, lim sin x=sin 


= NEU M a 2tsinx — 
A, >= á 
du ES 
ES A 
2+sin 6 s 
Pratimai 
S ribas: 
pem 
1126. lim 7 a 1127. lim I, 
-3 i20 V x+x 
QU xp x2—x—1 
1128. Aim m 551526 d 1129. lim MIE Y 


i Va tod x+3 
1130. lim === t 1131. li ————— 
x-3 Vx—5 eue V x+4-1 ` 
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— v- 
1132. lim ZH , 1133. p ep Em, 
x1 X41 h-0 
V x12-34-2x . Vx- Va+ Vx-a 
1134. lim PU s 1135. lim a | 
3 
1136. lim Y 9425 , 1137. lim YA, 
x28 y x—2 xs X 
Apskaičiavę ribas, patvirtinkite arba paneikite šiuos teigi- 
nius: 
Vx2+3+2x n(n4-1) (n4-2) 
HPR duc. emu Dou 
V3x—5—1 a V 1451 a 
1139. y T ig «cos m 
3x?+2x—l in X— Vx 
1140. LEN lim VYXX 
x? i 5n?—8 
5—x 
1142. Ta gi 
1143. lim Pre, imee 
x1 xi— > V x2—1-—2 


1144. Parinkite tokj skaiciy 4, kad funkcija 


ges E— „kai x=3el, 
lA 1 kai xl, 
būtų tolydi taške x— 1. 
1145. Parinkite tokius skaičius A ir B, kad funkcija 
, kai x1, 
Ax B, kai |x| « 1, 
būtų tolydi intervale ] — oo; oo [. ca šios funkcijos 


grafiką. 
Apskaičiuokite ribas: 


1146. 1) lim sinx; 2) limcosx; 3) lim ctg x. 


Tí x—> 


> T a 
.. sin x--sin 5x . cos 2x 
1147. lim pic m 1148. lim TRATA, 
i> = x> —= 
4 4 
e cos 4x 14+sin 2x 
1149. lim sin 2x—cos 2x * 1150. lim 4 Sin x--cos x ° 
X ~ A — 
8 T 
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1151. Tim 1—sin 2x 1152. lim 3+4 cos 4x 4-cos 8x 
n 3x. 3—4 cos 4x4-cos 8x * 
xx ctg x— 4 a 


2x — cos 6x-- cos 10x—cos 14x 
11 COS 2059-7009 IUA COS D 
95 lim sin 2x+sin 6x+sin 10x +sin 14x 


24x— 
1154. lim 222 
+ 2etg (z 44x ) cos? (E -ax) 


x0 


Formulė lim 2 =1 taikoma, apskaičiuojant trupmenų ribas, 


x0 
kurių skaitiklis ir vardiklis artėja prie nulio. Kaip tai daroma, 
parodysime pavyzdžiais. 
l pavyzdys. Apskaičiuokite ribą 


lim 8% 
x0 x 
P SQ] siny X 
Sprendimas. lim £* =limL $Œ tim 2. lim = 
x0 X x0 X COS X x0 X x0 cos x 
=1-1=1. Aišku, kad ir lim — — 1. 
x50 tE X 


Formule lim Š Sza] galima parašyti bendresne išraiška 


li sin u(x) 2 5 
u(x)à U(X) 
2 pavyzdys. Apskaičiuokite ribą 
sin 5x 


lim == 
x0 


Sprendimas. lim Ë = lim 2909s 


x>0 x20 9X 
Kai x —0, tai 5x — 0, todėl lim UE =] 


x—0 


Vadinasi, 
sin 5x 
lim == = 255125. 


x0 


3 pavyzdys. Apskaičiuokite ribą 


cos (5 6x) 
im 2 "17, 
x0 tg 3x 
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Sprendimas. lim 

x0 

si 6 

= li n sin 6x E sin 6x 3x 6x CAR mE 
Ba D Tg r 3x li s 6x ig3x 3x 1:1 3 


4 pavyzdys. Funkcija f(x)= IL apibrėžta taškuose 


x=| —oo; 0[UJO; oo[. Kokia turi būti šios funkcijos reikšmė taš- 
ke x—0, kad funkcija šiame taške būtų tolydi? 
Sprendimas. Pagal tolydumo taške apibrėžimą funkcija 


f(x) = La bus tolydi taške x=0, kai 
lim | (+) =} (0). 


Apskaičiuojame ribą: 


x x x 
E 2si? y o 2sin g'siny | 
lim —7— lim ——— lim ———— — = 7 + 
x20 * x0 * wo ad 2 
2 2" 


Kadangi lim f(x) = 7 tai, parinkę j(0) = L, turėsime funkci- 
x0 


ja f(x), tolydžią taške x=0. Vadinasi, funkcija 
LL. kai x0, 


famil T 
g^ kai x=0, 


yra tolydi visoje skaičių tiesėje ] — oo; oo [. 


Pratimai 


Apskaičiuokite ribas: 


5x 2 " sin (n+x) 
1155. lim ETA Peo, IS p 
1157 li cos (+3) 158 li 1—cos(x—1) 
; a sinx ^ 1158. a Al 
sin [.- $) 
1159 lim (5 — x)tg x. 1160. lim ————. 
1) 3 
T Sex ~o — cosx 
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a 
LV —sin (5 —2x 
1161. LE 1162. lim pem e 
x>0 sin x ESO tg? 3x 
Ę etu er 
1163. lim (s p 


Apskaičiavę ribas, patvirtinkite arba paneikite šiuos teigi- 


nius: 
1164. lim Vieri ji lim V 2-2cos x >1g 0,005. 
nts i sin (+- 1) 
oW 5n?—8 —cos? x 
1165. [s 2m-—n4i0 lim = dm 
x-5 Vs V x x0 cos 3 («-3) . 
„„V2x+1-1 : y 84 5nc2 
1167. im ls B ——— — elim ELT, 
xm 1 COS 28 V3x+4—2 0 4n+5 
: S ES 
1168. lim Z155—. lim V2 tg 6x 


œ 2n*--5n—4 o V 1—cos4x | 


1169. lim US lim (14cos x] ex 
` x1 2— V 55-42 noo 


5x3— 40 ... cos?x—sin?x— 1 
1170. lim Grapa | —— = 12. 
so 124438 o Vx+1-1 
rr as K Ms] 
1171. lim ——————.1 — > = 
1220) 2743 x0 V xi4-4—2 
2 9— Y x4 9n— V n2—4 4 
1172. lim up lim 3 1. 
— / — 
lins la ADS Pal a 3 uu 
scd ctg? x xa V x42 
2 
A % & e. : xy sinx 
1174. lim (cos ž cos qe COS 55) x 


§ 9. SKAIČIUS e 


Nagrinésime kintamąjį dydį xn= ( 1+ L ia Apskaiciuojame 
keletą jo reikšmių, imdami įvairias n reikšmes (10-3 tikslumu). 


E: 
| 


100 1 000 100 000 


| 10 000 


| 
Xn | 2 2,705 


| 2,717 | 2,718 


2,718 | 
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Matome, kad juo didesnės n reikšmės, juo x, reikšmės artimes- 
nés skaičiui 2,718... Aukštosios matematikos kurse įrodoma, kad 
egzistuoja lim xn. Ji pavadinta skaičiumi e. Taigi 

noo 
. n - 
lim (14-7) = (7) 
noo "nj 
Skaičius e yra iracionalus ir e=2,71828... Jau minéjome, kad lo- 
garitmai, kurių pagrindas yra skaičius e, vadinami natūriniais 
logaritmais ir žymimi simboliu In: 


In x= loge x. 


Rodikliné funkcija, kurios pagrindas yra e, vadinama eksponen- 
tine funkcija. 

Taip pat jrodyta, kad (7) formule vra teisinga, kai vietoj n 
imamas bet kuris realusis skaičius x: 
" 114 
lim (1+ =) =e. (8) 


Kadangi + — 0, kai x— oo, tai šią formule galima parašyti ki- 
taip: 
i 


lim(14- x) 


x0 


> (9) 


(9) formule taikysime, ieškodami funkcijos y=1n x išvestinės. 
Pavyzdys. Apskaičiuokite ribą 


lim Lin (12-2). 


xU 


X 
Sprendimas. lim LIn(14-x) 2 lim In(1+x)* = 


x0 x0 


1 
x 


=1n lim(1+x) =]n e=1. 


Se pavyzdyje ribos ir funkcijos simbolius sukeitéme vieto- 
mis. Taip galima daryti, kai funkcija yra tolydi. Tikrai, i$ salygos 


lim f(x) ^f (a), 
parašę, kad a—lim x, gauname: 
lim f(x) -[(lim x). 


Auk&tosios matematikos kurse jrodoma, kad logaritminé ir ro- 
diklinė funkcijos yra tolydžios apibrėžimo srityje. 


X SKYRIUS. FUNKCIJOS ISVESTINE 
IR JOS TAIKYMAS 


$ 1. PAGRINDINĖS SĄVOKOS 


1 apibrėžimas. Kai x ir x; yra dvi nepriklausomo kinta- 
mojo reikšmės iš aibės D(f), tai jų skirtumas x— x; vadinamas ne- 
priklausomo kintamojo, arba. argumento, pokyčiu ir žymimas Ax. 

Vadinasi, kai Ax=x—xo, tai x=xo+Ax. Sakoma, kad nepri- 
klausomo kintamojo pradinė reikšmė xo įgijo pokytį Ax. 

2 apibrėžimas. Skirtumas y — yo— f(x) — f(xo) - Hxo+ 
--Ax) —f(xo) vadinamas funkcijos į pokyčiu taške x; ir žymimas 
simboliu Af(xo). Taigi 


Af (xo) — f (xo+ Ax) —f (xo). 


Simbolis Af(xo) tiesiog vadinamas funkcijos pokyčiu ir žymi- 
mas Af arba Ay (92 pav.). 

Funkcijos ir argumento pokyčių santykis išreiškia funkcijos 
kitimo vidutinį greitį atkarpoje [xo; xo-- Ax], kai Ax>0, arba at- 
karpoje [xo+ 4x; xo], kai Ax<0: j 
— Al(xo) _ f(Xo-E Ax) — f (xo) 

Ax > 


Uvid Ar 


Sio vidutinio greičio riba, kai nepriklausomo kintamojo pokytis 
artėja prie nulio, l 
lim A69. . li 

Ax>0 Ax Ax>0 


H(xo+Ax) —f (xo) 
Ax 


vadinama funkcijos kitimo greičiu taške xo, arba išvestine. 

3 apibrėžimas. Funkcijos y—f(x) išvestine taške xg va- 
dinama tos funkcijos pokyčio 
Ay=|(x04+Ax) —f(xo) ir jį ati- 
tinkančio argumento pokyčio Ax 
santykio riba, kai Ax artėja 
prie nulio. 

Aišku, kad funkcijos išves- 
tinė konkrečiame taške xo yra 
skaičius, apibūdinantis funkci- 
jos kitimo greitį tame taške. Jį 
žymime f (xo) arba y | +=, 
Taigi 

. X, 
iie cv = 
f (xo-- ^x) — F(xo) , (1) 


=lim T 


Ax>0U 
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Išvestinė, apskaičiuota su bet kuria kintamojo xED (1) reikšme, 
bendruoju atveju yra kintamojo x funkcija, todėl žymima į (x), 
, dy / 
y, dx’ Ux. 

4 apibrėžimas. Funkcijos į išvestinės r radimq vadiname 
funkcijos dijerencijavimu. Funkcija |, turinti išvestinę kiekviena- 
me intervalo taške, vadinama diferencijuojama šiame intervale. 

Iš išvestinės apibrėžimo žinoma, kad, norint rasti funkcijos y= 
=f(x) išvestinę, reikia atlikti tokius veiksmus: || y 

1) suteikti argumentui x pokytį Ax ir apskaičiuoti funkcijos 
pokytį 
Ay=f(x+4x)— f(x); 

2) apskaičiuoti funkcijos ir argumento pokyčių santykį 


Ay _Í(X+A0- 1H). 

Ax Ax : 
3) apskaičiuoti šio santykio ribą, kai Ax — O: 
"im 2 =lim 6559 —/0) | 

PUE e BB 


1 pavyzdys. Raskite funkcijos y=x2 išvestinę taške xo. 
Sprendimas. 1) Suteikiame argumentui xo pokytį Ax ir 
apskaičiuojame funkcijos pokytį: 


Ay= (x0+Ax)?—x3 =2x0Ax + (Ax); 
2) apskaičiuojame pokyčių santykį: 


Ay _ E 
Ax =2xX0+ Ax; 


3) randame šio santykio ribą, kai Ax — 0: 


ea Ay A 
/ «]im = =]im(2x0+Ax) —2xo. 
d 5 Ax m P ) : 
Radome funkcijos y— x? išvestinę taške xo. Iš gauto rezultato 
matyti, kad funkcijos y=x? išvestinė bet kuriame taške x lygi 
x2)' — 2x. 
à; A pavyzdys. Raskite funkcijos y—1n x išvestinę taške xo. 
Sprendimas. 1) Suteikiame argumentui xo pokytį Ax ir 
apskaičiuojame funkcijos pokytį: 


oT A ^ 
Ay —1n (xo-- Ax) —1n xo— In i uem =1n (1+ l : 
2) apskaičiuojame funkcijos ir argumento pokyčių santykį 


[ A) 
bg, IP Ua) 
AX Ax 


ir jj pertvarkome: 
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Ax 
In(1+ — Xo 
aciei qx ( Bjal ( ars; 
AX xo Ax To Ax In (1+ Xo la d EST A 


3) apskaičiuojame šio santykio ribą, kai Ax—-0: 
' lim A —lim- APA yy Ax Ys 
d or cz O 
Kaip jau minéjome, logaritminė funkcija yra tolydi apibrėžimo 
srityje, todėl galime ribos ir funkcijos simbolius sukeisti. Gauname: 


Liu Bas I 
y= „In lim (14 x] = 


Ax>0 


Ine-—. 
Xo Xo 


Iš šio rezultato matyti, kad funkcijos y=1n x išvestinė bet ku- 
riame taške x lygi (In x)'= > i 


3 pavyzdys. Raskite funkcijos y= L išvestinę bet kuriame 


taške xeD (i) : 


i Aps ATA AS 
Sprendimas. 1) Age ks x 7 — TA! 
dA S iai: 

Ax x(x+Ax) ” 
E E A: 
3) y - (5) sling = Jim TAR ix Es 


f. j 

Atsakymas. (2) [a 

Dabar išnagrinėsime, kokia turi būti funkcija, kad ji būtų di- 
ferencijuojama taške. 

Išvestinės apibrėžimą parašysime kitokia forma. Prisiminę, kad 
Ax=x—Xo ir x=Xo+Ax, funkcijos ir kintamojo x pokyčių santykį 
išreikšime formule 

Af F(x) -f (xo) 
AX es X— Xo x (2) 


Pokytis Ax artéja prie nulio tada ir tik tada, kai x artéja prie 

Xo. Todėl (1) išvestinės apibrėžimą galima parašyti taip: 

, Tim AM. j; P0) — fo) 

dictu a e) 
Kai ši riba egzistuoja, tai (2) santykis turi būti apibrėžtas su 
visais xxo iš tam tikros taško xo aplinkos, todėl pati funkcija 
į turi būti apibrėžta taške xo ir kurioje nors jo aplinkoje. Taigi 
funkcija gali turėti išvestinę taške xo tik tada, kai funkcija apibrėž- 
ta visuose taškuose, sudarančiuose tam tikrą taško xo aplinką. 
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Lema. Jei funkcija f turi išvestinę taške xo, tai 
lim Af(xo) =0. 
Ax>0 


Iš tiesų, 
lim Af (xo) =lim At) + Ax=f (xo): 0=0. 
Ax AX—0 


Taigi funkcija f, turinti išvestinę taške xo, yra tolydi šiame 
taške. 

Iš lemos išplaukia, kad funkcija f, kuri nėra tolydi taške xo, 
negali turėti išvestinės tame taške. Tačiau, jei funkcija y=f(x) 
tolydi kuriame nors taške x—xo, tai tame taške ji gali ir neturėti 
išvestinės. Pateiksime pavyzdį. 

4 pavyzdys. Apskaičiuokite funkcijos 

x, kai x>0, 
j(4) = Ix]=| —X, kai x« 0, 
išvestinę. 

Sprendimas. Sakykim, x<0. Parinkime Ax tokį, kad būtų 
teisinga nelygybė x-- Ax« Q0. 

Tada Af 2f (x-F Ax) —f(x) 2 |x--Ax| - |x| e —x— Ax-- x — Ax 
ir 


AX Ax 
Vadinasi, kai x« 0, 
dq Af ET Pu diee. 
LR a kg 


Analogiškai apskaičiavę, gautume, kad (|x|)/=1, kai x>0. Kai 
x=0, funkcija |x| išvestinės neturi. Iš tiesų, 


Af)  [(0--Ax) —f(0) _ F(Ax) _ Axl _ 


Ax AX AX Ax 
_ (1, kai Ax>0, 
" | —1, kai Ax<0. 
Tačiau tada riba 
s Af(0) 
n Ax 


neegzistuoja, todėl taške 0 neegzistuoja ir nagrinėjamos funkcijos 
išvestinė, nors pati funkcija f(x) =|x| taške 0 yra tolydi. 


Pratimai 


Pagal išvestinės radimo schemą įrodykite: 


1175. Kai f(x) —c, tai c/=0; čia c=const. 
1176. Kai f(x) =x, tai x'—1. 
1177. Kai f(x) 2u(x) +0(x), tai f (x) =u (x) +v (x). 
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1178. Kai f(x) 2u(x)- v(x), tai F(x) =u'(x)- v(x) -u(x)* v' (x). 
1179. Kai f (x) =cu(x), tai F(x) =cu'(x); čia c=const. 


1180. Kai f(x) = a „tai p= DA 


1181. Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad 
(x*)'2nx?-!, neN. 


1182. Įrodykite šias formules: 


1) (sin x)/=c0s x; 2) (cos x)'— —sin x; 
/ , 1 
3) (tg x)' = — si 4) (cg x)=- acr. 
1183. Raskite funkcijų išvestines: 
1) y=3—2x; 2) y22x—x*; 
3) y- V x ; 4) y= (t 2)*. 


1184. Funkcija f(x) diferencijuojama, be to, f(0)=0. Įrodykite, 
kad 
f(x) EN, 
Ing CORDIA 
1185. Funkcijos f(x) ir g(x) diferencijuojamos ir f(0) =g(0) =0, 


, ; imt EO 
g'(0)0. Įrodykite, kad Hm eu] aa" 


$ 2. FUNKCIJŲ DIFERENCIJAVIMO TAISYKLĖS 


Sakykim, kad funkcija y=/(x) tam tikrame intervale yra to- 
lydi ir monotoniška. Tuomet, kaip jau minėjome, egzistuoja funk- 
cija x-g(y), atvirkštinė funkcijai y=f(x). Funkcija g taip pat 
tolydi ir monotoninė. 

Teorema. Tarkime, kad funkcija y=f(x) tam tikrame inter- 
vale yra tolydi ir monotoniné. Jeigu ji taške xo turi nelygig nuliui 
išvestinę yx —f (xo), tai atvirkštinė funkcija x= g(y) atitinkamame 
taške yo (xo) irgi turi išvestinę 


TEE e x. 
x',—g'(yo), be to, x'y— —-. (4) 
1 pavyzdys. Raskite funkcijos y=e* išvestinę. 


Sprendimas. Funkcijai y=/(x)=e* atvirkštinė funkcija 
yra x=g(y) =1n y. Iš čia 


r] mee x4 l =py= px 
P(x) ^ (e ) (In y)” y ez. 


Taigi 
(e) =e, 
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Tarkime, kad apibrėžtos dvi funkcijos 
y=|(u) ir u=g (x). (5) 
Iš (5) lygybės matome, kad y yra argumento u funkcija, o 
u — argumento x funkcija. Į funkcijos y=f(u) išraišką vietoj ar- 
gumento u įrašę funkciją g(x), gauname sudėtinę funkciją 


y=į(g(x)). (6) 
Kintamaji u sutarsime vadinti funkcijos f tarpiniu argumentu, o 
sudėtinės funkcijos sudarymo operaciją — funkcijų u=g(x) ir 


y=į(u) superpozicija. 

Suiormuluosime sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisyklę. 

Teorema. Tarkime, kad funkcija u= g(x) kuriame nors taš- 
ke xo turi išvestinę u/,—g'(xo), o funkcija y=[(u) atitinkamame 
taške u=g(xo) — išvestinę y'„=[ (uo). Tada sudėtinė funkcija 
y—fl(g(x)) minėtame taške x; taip pat turi išvestinę y'., lygią y'u 
ir u’, sandaugai: 

y'x =Y y 2 $ (7) 

Sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisyklę (7) nusakysime, 
vartodami tarpinio argumento sąvoką. 

Taisyklė. Sudėtinės funkcijos išvestinė lygi duotosios funk- 
cijos išvestinei tarpinio argumento atžvilgiu, padaugintai iš tar- 
pinio argumento išvestinės nepriklausomo kintamojo atžvilgiu. 

Si taisyklė tinka ir tada, kai sudėtinė funkcija turi daugiau 
negu vieną tarpinį argumentą. Pavyzdžiui, jei y=f(u), u=9(t), 
t=g(x), tai 

yx =Y u ut. (8) 

2 pavyzdys. Raskite funkcijos y= /1+x? išvestinę. 

Sprendimas. Funkcija y= V 1--x? yra sudėtinė. Ji gau- 
nama, atliekant funkcijų y= V u ir u=14-x2 superpoziciją. Todėl 

É e r . $ == rj , . 2y 7 = 1 = CM 

Ux UuytUx (Y u)',-(14-x2)^. 2Vu Vies 
3 pavyzdys. Raskite funkcijos y= |sin? x| išvestinę. 
Sprendimas. Funkciją y= |sin? x| perrašome taip: 

. fsin? x, kai sin x>0, 
Y= | —sin? x, kai sin x« 0. 


-2x 


Todel 
y 9. 2 TEF 
: 3 sin? x cos x= y sin 2x sin x, kai sin x>0, 
a $ a Ss 
—3 sin? x cos x= — y Sin 2x sin x, kai sin x<0. 


Prisimine modulio apibrėžimą, gauname: 


g= Sein 2x|sin x|. 
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4 pavyzdys. y=enx, 
y'= (esinx)*=esinx (sin x)'—estnx . cos x. 
5 pavyzdys. y=ln(x?+1). 


y — (Ing? 1)'- > 


xl 


1 
x2+1 


6 pavyzdys. y= V (x1+x2+1)2 


(2+1)/= 


iy s 12 
y= (cen!) -3 creme T a 
=$ VFF 48425) 23x V x EXE T - (284-1). 


7 pavyzdys. y —logs(tg? x--3). 
JA 1 7 NEN 1 K 
Y = Gg x13) In2 (e? 1+8)"= (tg? x+3) In 2 (tg? x)"= 
2tg x os 
(tg? x--3) In92 cox * 


1 / 
(tg? x+3) In 2 2 tg x(tg x) — 
Kadangi funkcijos y=f(x) išvestinė F(x) tam tikrame inter- 
vale irgi yra kintamojo x funkcija, tai galima nagrinėti šios nau- 
jos funkcijos išvestinę, kitaip sakant, išvestinės išvestinę. Tokia 
išvestinė vadinama antrosios eilės išvestine ir žymima y“, į“ (x). 
8 pavyzdys. Raskite funkcijos y=sinž x antrosios eilės iš- 
vestinę: 


y =2sin x(sin x)'=2 sin x cos x=sin 2x, 
y“ = (sin 2x)'=cos 2x(2x)'=2 cos 2x. 


Pagrindines diferencijavimo taisykles ir elementariųjų funk- 


cijų išvestinių formules pateiksime lentelėje. 


Pagrindinių elementariųjų funkcijų 


Pagrindinės diferencijavimo taisyklės Išvestinės 


(c-U(x))'=Cu'(x); ceR €=0, c=const; ceR 


(u+U—0)'=U/+0U—0" 


(u-v) =u v+u" Laipsninė funkcija 


uy u'v—uv' (ue )'=que—l «u^; MER 
E ) a e bid (VT LA 1l ul 
u hs —* Pu = — — 
d 2y u?’ E ut 


Sudėtinė funkcija Trigonometrinės funkcijos 


y=[(u), u=g (x) (sin u)'2cos u-u’ 


(cos u)' 2 —sin u-u’ 
Ux-—U,' Ux ^ m " 
5 (igu) = costu “Y 

L 1 , 

(ctg uen sinžų `“ 


LL — 
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Pagrindinės diferencijavimo taisyklės 


Atvirkštinė funkcija 


Jei y=j(x) ir x=g(y) yra atvirkšti- 


nės funkcijos, tai y += 


Pratimai 


Išdiferencijuokite funkcijas: 
1186. y=3 V X 2x V x 2. 
1188. y= ÉL. 

1190. y=1g LY, 


1192. y= (sin? x+1)e*. 
1194. ;—In Vx2—1. 
1196. y= Y x(1— x)?. 
1198. y=tg 2x— ctg 2x. 


1200. y— cos? 3x. 


1202. y=x+sin x cos x. 


1204, = itg X. 


1206. ;— 


4x 


Y x4 


= 
* y 


Tesinys 


Pagrindinių elementariųjų funkcijų 


išvestinės 


Atvirkštinės trigonometrinės funkcijos 


(arcsin 


(arccos 


r 


2 u 
ade Via 
u 


e E 


u 
(arctg u)'= 11 


(arcctg 


, 


> u 
u)-- 1+u2 


Rodiklinės funkcijos 


(a*)'—a" Ina-u”; (e")'-ev.u' 


Logaritminés funkcijos 


(In u)'= < (u>0) 


(log, u)'— ulna (2>0; 
a>1; u>0) 
1187. y= (x*— x? 4- 1)3. 

.. 1—cos2x 
1583, g= l+cos 2x * 
1191. y= V A3 733 4H. 
1193. y= (x*— 1) V 3 — 1. 
1195. y ex-9», 


1197. 
1199. 


1201. 
1203. 


ul 


y=(x+1) V xi 
l 
=y2 
y=x? cos —. 


1205. y= 2 G9— V ZT) ) -x. 


1207. y 


y=sinž 5 i 

y —tg sin x. 
_ Vx 
TUS qa o 
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1208. : " 1209. y= prn 


“153 . 
1210. y= (x341)cos 2x. 1211. y=sin 2xtg x. 
1212. y=xV 3911. 1213. y=sin Z—In 2, 
1214. y—x?— logsx. 1215. y=L. 
1216. y—sin x In x. 1217. y=1g sin x. 
1218. y=1n“ sin x. 1219. ;—logs(x?— 1) 
1220. y — asis, 1221. pe”. 
1222. y= 237. 1223. y= 101—sin'àx , 

e* 

1224. y= > 1225. y=arx0 


1226. ISspreskite nelygybę f'(x) +9' (x) <0, kai 
f(x) 22x*--12x? ir p(x) -9x?-- 72x. 
1227. Išspręskite nelygybę f'(x) «g'(x), kai 
[(x) =x— sin 4x ir g(x) 2x— ysin 2x. 
1228. Įrodykite, kad f (2) yra lygties g'(x) =0 šaknis, kai 
(x)= y V XT ir g(x) xe. 


1229. Apskaičiuokite funkcijos f(x) =e9*+*+1 parametrų a ir b 
reikšmes, kai f(1) =F(0) =f (0). B 

1230. ISspreskite lygtį j'(x) =f' (0), kai f(x) =5 sin x4-3 cos x. 

1231. Išspręskite lygtį f'(x) —2f(x), kai f(x)-e-* (x2+3x+1). 


$ 3. IŠVESTINĖS MECHANINÉ IR GEOMETRINĖ PRASME. 
KREIVĖS LIESTINĖ | 


Funkcijos f(x) išvestinę taške xo apibrėžėme kaip funkcijos ki- 
timo greitį tame taške. Šiuo apibrėžimu -ir apibūdinama išvestinės 
mechaninė prasmė: kelio išvestinė laiko atžvilgiu yra greitis, o 
greičio išvestinė (kelio antroji išvestinė) laiko atžvilgiu lygi pag- 
reičiui 

Q — v' (t) —s" (t). 


Prieš pradėdami nagrinėti išvestinės geometrinę prasmę, api- 
brėšime kreivės liestinės sąvoką. 

Apskritimo liestine vadinama tiesė, turinti su apskritimu tik 
vieną bendrą tašką. Bet kuriai kitai kreivei toks liestinės apibrė- 
žimas netinka. Iš tikrųjų, ašis Oy su parabole y=x2 turi tik vieną 
bendrą tašką, bet ji nėra parabolės liestinė. Šią parabolę taške O 
liečia tik ašis Ox. 
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93 pav. 94 pav. 


Vadinasi, bet kurios kreivės / liestinę taške Mo reikia apibrėžti 
kitaip. Per tašką Mo ir kitą tos kreivės tašką M (93 pav.) nubrėž- 
kime kirstinę MoM. Kai taškas M, judėdamas kreive l, artėja prie 
taško Mo, kirstinė sukasi apie tašką Mo. 

Apibrėžimas. Ribinė padėtis (MoT), kurią užima kreivės 
kirstinė MM, kai taškas M kreive artėja prie taško Mo, vadinama 
tos kreivės liestine taške Mo. 

Tarkime, kad duotoji kreivė yra funkcijos y=f(x) grafikas 
(94 pav.). Nesunku suprasti, kad santykis x lygus kampo q 
tangentui: 


tgo- 22. (9) 


Sakykim, taškas M, judėdamas funkcijos y—f(x) gratiku, ar- 
téja prie taško Mo. Tada Ax—>0, o kitstinė MoM artėja prie ribinės 
padėties — liestinės MoT. Jei a yra kampas, kurį liestiné MoT su- 
daro su teigiamąja ašies Ox kryptimi, tai q—-a. Kai liestinė nely- 
giagreti ašiai Oy, tai dėl tangento tolydumo tg q—-tg a. 

Vadinasi, (9) lygybėje, perėję prie ribos, turėsime: 


. : Ay / 
=t = =] == Xo). 


Taigi 
k=} (xo). (10) 

Vadinasi, funkcijos y=f(x) grafiko liestinės, nubrėžtos per taš- 
ką Molxo; f(xo)), krypties koeficientas k lygus išvestinės f(x) 
reikšmei, apskaičiuotai lietimosi taške x= xo. 

l pavyzdys. Parašykite liestinės, einančios per funkcijos 
y=f(x) grafiko tašką Mo(xo; | (x0)), lygtį. | 

Sprendimas. Sakykim, liestinés lygtis yra y=kx+b. Ka- 
dangi &—f(xo) ir tiesė eina per tašką Mo(xo; f(xo)), tai f(xo) = 
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F (xo) xo--b, bof (xo) —f (xo) xo. Įrašę į lygtį y=*x+b gautasias 
ir b reikšmes, turime: 


7 | 
y=f' (xo) x-- f (xo) — V (xo) xo; 
y =f (xo) +F (xo) (x— xo). (11) 


2 pavyzdys. Parašykite funkcijos y=x3 grafiko liestinės 
taške xo— 1 lygtį. 

Sprendimas. Kadangi (x3)'=3x2, tai liestinės krypties koe- 
ficientas k=f (x) =3-12=3. Be to, yo—f (xo) =13=1. Įrašę šias 
reikšmes į liestinės (11) lygtį, turime: 


y=1+3(x—1), arba y=3x—2. 
3 pavyzdys. Tiesė, einanti per tašką (+: B liečia iunk- 


cijos y== z +2 grafiką ir kerta funkcijos y= V 4— x? grafiką 


dviejuose skirtinguose taškuose. Parašykite šios tiesės lygtį. 
Sprendimas. Pažymėkime lietimosi tašką (xo; yo) ir ras- 


kime f (x)= (—5 +2) — —x. Tuomet f'(xo) = —xe. Vadinasi, duo- 
tosios tiesés lygtis tokia: 
Jy yo— Xo (x — xo). (12) 


Kadangi ši tiesė eina per tašką (+: 2), tai šio taško koordinatės 
turi tikti (12) lygčiai. Jas įrašę, gauname: 


2=y0—xo (y —10)- (13) 

Lietimosi taškas (xo; Yo) kartu yra ir funkcijos y= — 5 +2 gra- 
fiko taškas, todėl jo koordinatės tenkina šios funkcijos lygtį: 

go — 242. (14) 


Pertvarke (13) ir (14) lygtis bei išsprendę jų sistemą, ran- 
dame du lietimosi taškus (0; 2), (1; 3] . Per šiuos taškus nubrėž- 
tų liestinių lygtys yra y=2 ir y=—x+ E : 


Išsprendę sistemas 


randame liestiniy ir funkcijos y=4—x2 grafiko susikirtimo taškus. 
Kadangi pirmoji sistema turi vieną sprendinį, o antroji — du, tai 


duotosios tiesės lygtis tokia: y= —x+ xo 
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Pratimai 


1232. 
1233. 
1234. 
1235. 


1236. 


1237. 
1238. 


1239. 


1240. 


1241. 


1242. 


1243. 


1244. 


1245. 


1246. 


1247. 


Parašykite funkcijos f grafiko liestinės lygtį taške, kurio 
abscisé xo: 
f(x) 2x?e-*, xy— 1. 
f(x) 21n(2e— x), xo— e. 
f(x) 2—4x—3x?, xp=-—2. 
f(x) 2x?—2x, xo=3. 

2 
f(x)= As Xo— —3. 
F(x) 2cos? x, xp= i i 
Tiesė y=x liečia parabole y=x2+bx+c taške M (1; 1). 
Apskaičiuokite parametrų b ir c reikšmes. 
Raskite funkcijos y—3x3—4x?--1 grafiko taškus, per ku- 
riuos nubrėžtos liestinės su ašimi Ox sudaro kampus, ly- 
gius i > 
Funkcijos f(x) =4—x? grafiko liestinės nubrėžtos per taškus, 
kuriuose šis grafikas kerta abscisių ašį. Parašykite tų lies- 
tinių lygtis. 
Kokiu kampu parabolės y=x2—4x—17 liestinė, nubrėžta per 
tašką, kurio abscisė x4=2,5, kerta ašį Ox? 


Kokiu kampu funkcijos y=3 x5— L x3 grafiko liestinė, nu- 
brėžta per tašką, kurio abscisė x=1, kerta ašį Oy? 
Parašykite lygtis kreivių y—2x?—5 ir y—x?—3x-4-5 liesti- 
nių, nubrėžtų per šių kreivių susikirtimo tašką. 

Raskite funkcijos y= $ex] grafiko taškus, per ku- 
riuos nubrėžtos liestinės lygiagrečios tiesei y=2x—1. 
Raskite kreivės y= — tašką, per kurį nubrėžta liestiné 
su ašimi Ox sudaro 135? kampą. 


VA 

Per tašką M(1; 8) nubrėžta kreivės y= iiw liesti- 
né. Apskaičiuokite liestinés atkarpos, esančios tarp koordi- 
načių ašių, ilgį. 

Apskaičiuokite plotą trikampio, kurį sudaro koordinačių ašys 
ir kreivės y= V x2—5 liestinė taške M(3; 2). 

Išspręskite judėjimo uždavinius; čia laikas matuojamas se- 
kundėmis, o kelias — metrais. 


1248. Du materialieji taškai juda tiese pagal dėsnius s,(/) = 
=2,512—6t+1, s2(t) =0,5:24+21—3. 
Kuriuo laiko momentu pirmojo taško greitis yra 3 kartus 
didesnis už antrojo? 

1249. Taškas juda tiese pagal dėsnį s(t) —19—212-- 61. Apskaičiuo- 
kite taško greitį ir pagreitį penktos sekundės pabaigoje. 

1250. Du materialieji taškai juda tiese pagal dėsnius sį(+) =4/7+ 
+2, s» (f) =3124+-4t—1. Apskaičiuokite taškų greičius susiti- 
kimo momentu. 
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$ 4. FUNKCIJŲ TYRIMAS, TAIKANT ISVESTINES 


Šiame paragrafe išnagrinėsime, kaip taikomos išvestinės, ti- 
riant funkcijų monotoniškumą, ieškant jų ekstremumų bei brai- 
žant funkcijų grafikus. 

1. Monotoniškumo intervalas. Suformuluosime funkcijos didė- 
jimo (mažėjimo) intervale pakankamą sąlygą. 

1 teorema. Jei kiekviename intervalo I taške funkcijos 
f(x) išvestinė (x) 50 (f'(x) «0), tai funkcija didėja (mažėja) 
šiame intervale. 

1 pavyzdys. Funkcijos y=x3 išvestinė y/=3x2 lygi nuliui, 
kai x=0, o intervaluose ] — œ; O[ ir ]0; oo[ yra teigiama. Vadina- 
si, funkcija y=x3 abiejuose intervaluose didėja. Grafiko liestinė 
taške (0; 0) yra ašis Ox (95 pav.). 

2 pavyzdys. Raskite funkcijos f(x) =x*—3x didėjimo ir 
mažėjimo intervalus. : 

Sprendimas. Funkcijos apibrėžimo sritis ] —oo; oo[. Aps- 
kaičiuojame išvestinę: 

P (x) 23x2—323(x?— 1), 


kuri lygi nuliui, kai x=—1 ir x=1. Skaičiai —1 ir 1 funkcijos 
f(x) =x3—3x apibrėžimo sritį | — oo; oo[ padalija į tris intervalus: 
Į-2; —1L ] 21; 1[, 11; el. 


Kiekviename tų intervalų išvestinė f(x) yra arba teigiama, arba 
neigiama: 

F(x) =3(x2—1) 50, kai —oocx« — 1, 

F(x) 23(2—1) «0, kai —1«x«1, 

P (x) 23(32—1) >0, kai 1 x« oo. 


95 pav. 96 pav. 
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Vadinasi, pirmame intervale funkcija f(x) didéja, antrame — 
mažėja, trečiame — vėl didėja (96 pav.). 

3 pavyzdys. Su kuriomis realiomis p reikšmėmis funkcija 
y=q—px—sin? 5x didėja visoje skaičių tiesėje? 

Sprendimas. Randame y/= —p-—2sin5x + cos 5x+5=—p— 
—5sin 10x ir reikalaujame, kad būtų y/>0. Nelygybė —p- 


—5 sin 10x>0—sin 10x<— t bus teisinga visoje skaičių tiesėje, 
kai — £ >l; iš čia p«-—5. 
Atsakymas. p<-—5. 
4 pavyzdys. Įrodykite, kad ` 
x>In(1+x), kai x>0. 


Sp rendimas. Nagrinėsime funkciją f(x)=x—1n(1+x). 
Sios funkcijos išvestinė 


kai x>0. 
Vadinasi, funkcija f(x) yra didėjanti intervale ]0; oo[. Pagal di- 
dėjančios funkcijos apibrėžimą, kai x>0, 


f(x) >F(0) 202] (x) 350—x—In(1-- x) >0. 


Taigi x>In(1+x), kai x0. 
2. Ekstremumai 
1 apibrėžimas. Funkcijos f apibrėžimo srities taškas xo. 
vadinamas šios funkcijos minimumo tašku, kai yra tokia taško x, 
aplinka ]xo—0; xo--ó|, kad su visais xz^xo iš šios aplinkos tei- 
singa nelygybė 
F(x) »f(o). 


97 paveiksle parodyta funkcija f turi minimumus taškuose x; 
ir Xa. Á 

2 apibrėžimas. Funkcijos f apibrėžimo srities taškas xo 
vadinamas šios funkcijos maksimumo tašku, kai yra tokia taško x; 
aplinka |xo—9; xo4- 6|, kad su visais xxo iš šios aplinkos teisin- 
ga nelygybė í 


F(x) <$ (xo). 
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y=lxl 


y=2x+lxl 


b) 
98 pav. 


. 97 paveiksle nubraižyta funkcija f taškuose x? ir x, turi mak- 
simumus. 

Minimumo ir maksimumo taškai vadinami funkcijos ekstremu- 
mo taškais, o funkcijos reikšmės šiuose taškuose — funkcijos eks- 
tremumais. 

Įsidėmėkite, kad taškai a ir b (97 pav.) nelaikomi funkcijos f 
ekstremumo taškais, nes šie taškai neturi aplinkų, ištisai priklau- 
sančių funkcijos apibrėžimo sričiai. 

3 apibrėžimas. Funkcijos apibrėžimo srities vidiniai taš- 
kai, kuriuose funkcijos išvestinė yra lygi nuliui arba neegzistuoja, 
vadinami kritiniais taškais. 

Pažiūrėkime, kaip susiję funkcijos kritiniai ir ekstremumo taš- 
kai. Iš Ferma teoremos žinome, kad funkcijos f(x) ekstremumo 
taške xo, jei tik egzistuoja išvestinė f (xo), būtinai f'(xo) =0. Ki- 
taip tariant, kiekvienas ekstremumo taškas yra kritinis taškas. 
Pavyzdžiui, funkcijos f(x) =x3—3x, kurios grafikas pavaizduotas 
96 paveiksle, maksimumo taškas yra —1, o minimumo taškas 1. 
Šiuose taškuose jos išvestinė f(x) =3x2—3 lygi nuliui: 


F(-1) =3-(-1)2-3=3-3=0, f'(1) =3- 12-3=3-3=0. 


Ekstremumas gali būti ir tuose taškuose, kuriuose funkcijos iš- 
vestinė neegzistuoja. Stai § 1 įrodėme, kad funkcija f(x)= |x| 
taške x=0 išvestinės neturi, tačiau šis taškas yra jos minimumo 
taškas (98 pav., a). 

Taigi ekstremumą funkcija gali turėti tik kritiniuose taškuose. 
Tačiau ne kiekvienas kritinis taškas yra funkcijos ekstremumo taš- 
kas. Vėl pateiksime pavyzdžių. 

5 pavyzdys. Funkcijos f(x) =x3, kurios grafikas pavaiz- 
duotas 95 paveiksle, išvestinė taške x=0 lygi nuliui, bet šis taš- 
kas nėra funkcijos ekstremumo taškas. Vadinasi, sąlygos f'(xo) =0 
nepakanka, kad taškas xo būtų funkcijos f(x) ekstremumo taškas. 

6 pavyzdys. Išnagrinėkime funkciją f(x) 22x-- |x| (98 pav., 
b). Iš pradžių parodysime, kad taške x=0 neegzistuoja jos išves- 
tinė. Iš tiesų, manydami priešingai, t. y. kad funkcija f(x) turi 
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išvestinę taške x=0, gautume, jog funkcija |x|=f(x) —2x irgi 
turi išvestinę taške x=0, nes šiame taške turi išvestines abi funk- 
cijos f(x) ir 2x. Tuo tarpu žinome, kad funkcija |x| taške x=0 
išvestinės neturi. Šiame taške funkcija f(x)-2x--|x| neturi ir 
ekstremumo. Išnagrinėtieji 4 ir 5 pavyzdžiai rodo, kad sąlygų — 
f’ (xo) 20 arba f'(xo) neegzistuoja — nepakanka, jog taškas xo bū- 
tų ekstremumo taškas. Jos yra tik būtinos ekstremumo egzistavimo 
sąlygos. 

Dabar suformuluosime ekstremumo egzistavimo pakankamas. 
sąlygas. | 

2 teorema. Kai funkcija f(x) tolydi taške xo, V(x) >0 in- 
tervale |xo— ò; xof ir F(x) <0 intervale ]xo, xo-- 6[, tai taškas xo 
yra junkcijos f(x) maksimumo taškas. Kai funkcija f(x) tolydi 
taške xo, V(x) «0 intervale ]x9—8; xo| ir (x) >0 intervale |xo; 
xo+Ó[, tai taškas xo yra funkcijos f(x) minimumo taškas. 

Dažniausiai ši teorema formuluojama paprasčiau: kai, x einant 
per tašką xo, išvestinė pliuso ženklą keičia į minuso ženklą, tai 
Xo yra maksimumo taškas; kai minusą keičia pliusu, tai xo yra 
minimumo taškas. 

7 pavyzdys. Raskite funkcijos 


2 xi-2x42 
ES 


kritinius taškus ir ištirkite juos. Apskaičiuokite ekstremumus. 
Sprendimas. Funkcijos apibrėžimo sritis ] —oo; 1[U] 1; 
co |. Randame funkcijos išvestinę 


+ (24—2)(x—1)  (x?—2x--2)-1, x(x—2) 
iš (x-1)* =D 


Funkcijos kritiniai taškai yra x=0 ir x=2, nes šiuose taškuose 
y/=0. Taškas x=1, kuriame išvestinė neegzistuoja, nėra funkcijos. 
kritinis taškas, nes jis nepriklauso funkcijos apibrėžimo sričiai. 
IStirsime y“ ženklą (jį Zymime sgn y“ ir skaitome signum y”) inter- 
valuose, į kuriuos kritiniai taškai suskaido apibrėžimo sritį. Ima- 
me bet kurį kiekvieno intervalo tašką, pavyzdžiui x — —1 iš inter- 
valo ] —oo; O[, ir apskaičiuojame y/(—1)=0,75. Kadangi šiame 
intervale y ženklo nekeičia, tai visame intervale ] —oo; O[ išves- 
tinė bus teigiama. Tyrimo rezultatus patogu parašyti lentelėje: 


—— __—_————Q»>__—____ 


x | I-esot 0 | JO; 1[ | 11; 2[ | 2 | ]2; oo [ 
_AA—_ A  — _ _ _— LAA] 
sgn y” | + | 0 | — | — | 0 | + 
y | A max | N X | min A 
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Taškas x=0 — maksimumo taškas, nes, x einant per šį tašką, iš- 


vestinė pliuso ženklą keičia į minuso ženklą, x=2 — minimumo 


taškas: Ymas=—2, Umin=2. 


3. Funkcijos grafiko braižymas. Funkcijos grafiko braižymas 


iš atskirų atsitiktinai parinktų taškų — labai netobulas metodas. 
Ištyrę funkciją, jos grafiką galime nubraižyti daug tiksliau. 

Paprastai funkciją tiriame pagal tokią schemą: 

1. Nustatome funkcijos f(x) apibrėžimo sritį. 

2. Ištiriame, kokia yra funkcija: lyginė, nelyginė, periodinė 
ir t. t. . 

3. Išsprendę lygtį f(x) =0, randame taškus, kuriuose funkcijos 
grafikas kerta ašį Ox. 

4. Randame funkcijos išvestinę. Apskaičiuojame lygties f'(x) = 
=() šaknis. Prie jų prijungę tuos taškus, kuriuose išvestinė ne- 
egzistuoja, gauname visus kritinius taškus. Nustatę, koks yra iš- 
vestinės ženklas kiekviename intervale tarp kritinių taškų, suži- 
nome funkcijos didėjimo ir mažėjimo intervalus bei ekstremumo 
taškus. Apskaičiuojame funkcijos ekstremumus. 

5. Braižome funkcijos grafiką. 

8 pavyzdys. Ištirkite funkciją f(x) =x*—2x3 ir nubraizykite 
jos grafiką. 

Sprendimas. 1. Funkcijos apibrėžimo sritis D (f) = R. 

2. f(x) 2x*-2x3, f(—x)2(—x)*-2(—x)*2x*--2x335; f(—x) 
f(x); f(-x) >—[(x). Vadinasi, funkcija nei lyginė, nei nely- 
ginė. Funkcija neperiodinė. 

3. f(x) =x*-2x3=0, kai x20 ir x=2. 

4. P(x) =443—6x2. f'(x) 20, kai x20 ir x=1,5. Taškų, kuriuose 
išvestinė neegzistuotų, nėra. 

Sie taškai intervalą ] — œ; oo [ suskaido į tris intervalus. Kiek- 
viename jų nustatome funkcijos išvestinės ženklą ir kartu sužino- 
me monotoniškumo intervalus bei ekstremumo taškus: 


x mm 0 ]0: 1,51 1,5 | ]1,5; oo[ 
ks E EA 
FG) | x | | x | min | A 


Ímmn=1(1,5) = (1,5)—2(1,5)%= — 1,69. 


5. Koordinačių sistemoje pažymėję taškus, kuriuose grafikas 
kerta ašį Ox, ekstremumo taškus, atsižvelgę į visus kitus tyrimo 
rezultatus bei parinkę dar keletą papildomų taškų, braižome gra- 
fika (99 pav.). 
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99 pav. 


Pratimai 


1251. 
1253. 


1255. 


1257. 


1261. 


1262. 
1264. 
1266. 


Apskaičiuokite funkcijų ekstremumus: 

y=x*—In(1+2x). 1252. y= (x—3)?(x—2). 

y—e-*— e-?z, 1254. y= (x—3)?(x—2)?. 
E _ 13149 

y Aur 1256. y= a731? * 

Įrodykite, kad funkcija y-r 5 didėja visoje skaičių tie- 

sėje. 


. Su kuria parametro p reikšme funkcija y—cos x—px4+4 ma- 


žėja visoje skaičių tiesėje? 


„ Raskite visas parametro a reikšmes, su kuriomis funkcija 


y=50x—sin 8x—a sin 3x—3x didėja ir neturi kritinių taškų 
visoje aibėje R. 


. Su kuriomis parametro a reikšmėmis funkcijos y= 1 +a2x— 


—x* minimumo taškai tinka nelygybei 


x?--x4-2- 
> 
x2+5x+6 <0: 


Raskite tuos funkcijos y=2 sin? &+sin 3T kritinius taš- 


kus, su kuriais teisinga nelygybė x2—10< — 19,5x. 
Ištirkite funkciją ir nubraizykite jos grafiką: 


y=2x3— 15x 4- 36x. 1263. y= £ 2-2 


7: 
SAR x 

y= ESL 1265. y= xal 
__ 3x 4-1 

J= ara? 1267. U= = 13 E 
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1268. y= E ' 


1270. y=xV x. 
1271. Įrodykite nelygybes: 
1) 2Vx»3- 1 (x>1); 
2) e*-1-4x (x0). 
1272. Realieji skaičiai x, y ir a yra tokie, kad 


aL aie. 
xy a?—T1a— 14. 


1269. y= Z3", 


x 


Su kuria a reikšme suma bp? įgyja didžiausią reikšmę? 
1273. Realieji skaičiai x, y ir a yra tokie, kad 
er 
xy —a?— 71a4- 14. 


Su kuria a reikšme suma x?+4? įgyja didžiausią reikšmę? 
1274. Realieji skaičiai x, y ir a yra tokie, kad 

x+y=20a-1 

Ue p -22!4-2a—3. 


Su kuria a reikšme sandauga xy įgyja mažiausią reikšmę? 
1275. Įrodykite, kad lygtis sin x=} |x|+a neturi sprendinių, kai 


3V 3-5n : 
a> ERA PI 


$ 5. FUNKCIJOS DIDZIAUSIOS IR MAZIAUSIOS REIKSMES 


Funkcijos ekstremumai (minimumai ir maksimumai) ne visuo- 
met sutampa su funkcijos didžiausiomis ir maziausiomis reikšmė- 
mis atkarpoje. Tai parodysime brėžinyje (100 pav.). Kaip matyti 
iš grafiko, mažiausiąją reikšmę funkcija įgyja taške x4 — viename 
iš minimumo taškų. Didžiausiąją reikšmę ji įgyja dešiniajame 
intervalo gale — taške b, kuriame funkcija neturi ekstremumo (nes 
dešiniau taško b funkcija neapibrėžta). 

Suformuluosime taisyklę, kaip apskaičiuoti funkcijos didžiau- 
siąją ir mažiausiąją reikšmę atkarpoje. 

Norint rasti funkcijos, diferencijuojamos duotoje atkarpoje, 
mažiausią ir didžiausią reikšmę, reikia sužinoti atkarpoje esan- 
čius funkcijos kritinius taškus, apskaičiuoti funkcijos reikšmes 
šiuose taškuose bei atkarpos galuose ir iš visų gautų reikšmių 
išrinkti mažiausiąją ir didžiausiąją reikšmę. 

1 pavyzdys. Raskite funkcijos y—2x?--3x?— 1 mažiausiąją 
ir didžiausiąją reikšmę atkarpoje [—2; —0,5]. 
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100 pav. 
Sprendimas. Randame funkcijos kritinius taškus: 


y' =6x2+6x=6x(x+1), 
6x(x+1) =0; 


iš čia x2 —1 ir x=0. 

Atkarpai [—2; —0,5] priklauso tik taškas x— — 1. 

Apskaičiuojame funkcijos reikšmes kritiniame taške ir atkar- 
pos galuose: 

y(-2)=-5, y(—1)=0 ir y(—0,5) = —0,5. 

Vadinasi, didžiausią reikšmę, lygią 0, ši funkcija įgyja taške 
x— —], o mažiausią, lygią —5, — taške x= —2. Trumpai tai gali- 
ma užrašyti taip: 

max y=f(—1) =0; min y-5f(—2) 2—5. 
Ege deum T 


2 pavyzdys. Skritulys, kurio spindulys R, padarytas iš 
filtravimo popieriaus. Iš skritulio reikia išpjauti tokią kampo a 
išpjovą, kurią sulankstę į kūgį, gautume didžiausio tūrio filtrą. 
Apskaičiuokite šio filtro tūrį (101 pav.). 

Sprendimas. Tarkime, kad gauto kūginio filtro spindu- 
lys yra r, o aukštinė — h. Jo sudaromoji bus R. Apskaičiuojame 


V= ¿nr?2h= q? V R2—r?, 


? 


. 101 pav. 
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Kūgio pagrindo apskritimo ilgis 2ar lygus lanko I ilgiui, o šis 
| Ra. Todėl 
ERO 21r = Ra. 


Iš čia r— Z a. Įrašę šią reikšmę į tūrio formulę, gauname: 
n 


3 —— 
V(a)= a a? V 4n2—a2. 


Aišku, kad 0<a<2n. Vadinasi, uždavinys bus išspręstas, kai 
rasime funkcijos V maksimumo tašką intervale ]0; 2a [. 
Ieškome šios funkcijos išvestinės: 
ET 2a? 
£) A ——M——|z- 
2u V ^n?—a 3 | 


EE Rs a (8:2 — 30?) 
AR Yare 


R? 
2417 ( 


2 o 
Sios funkcijos kritinis taškas a =2x rad (a9 294°). Ka- 


gangi V'(a) >0, kai a<% ir V’ (a) «0, kai a> ao, tai taškas ao — 
E Aum taškas. Todėl didžiausiąją reikšmę funkcija V įgyja, 


2 
kai ay=2n Vi . 


3 pavyzdys. Įrodykite, kad su visais xe] — oo; oo [ yra tei- 
singa nelygybė 


IDEE 
DEIN T DC D ; 
e YR - x?--x4-1 rašo 
Sprendimas. Išnagrinėkime funkciją y= ^x > apibrėž 


AE viu dt a ' : siey jrodysime, 
visoje skaičių tiesėje. Nelygybé bus įrodyta, jeigu įrodys 

Ša jos didžiausioji ir mažiausioji reikšmė intervale ] —oo; ool 

atitinkamai lygi i ir i. Kadangi funkcija apibrėžta visoje skai- 

čių tiesėje ir lim y— 1, tai jos didžiausioji ir mažiausioji reikšmė 

sutaps su maksimara ir minimumu. Ieškome šios funkcijos ekstre- 

mumų: 


, (2x41) 22-1) - G2 xr 1) 2x 1-x? : 
eS GEI? GET? 


y'=0, kai x2 —1 ir x- 1. Patikrinę, kad taške x— — 1 funkcija įgy- 
ja minimumą, o taške x=1 — maksimumą, apskaičiuojame Ymin= 
1 


3 ; š 
= » Ymax= y : Vadinasi, 


| eo 


=y= 


w|- 


Pratimai 
Apskaičiuokite didžiausiąją ir mažiausiąją funkcijos y reikš- 
mę nurodytoje atkarpoje: 

1276. y= x3 — 3x2 --3x +2; xs [-2; 2]. 

1277. y=—x+x+2; xe[-1; 1]. 
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1278. 


1279. 
1280. 
1281. 


1282. 
1283. 


1284. 


1285. 
1286. 
1287. 


1288. 
1289. 


1290. 
1291. 
1292. 


1293. 


1294. 
1295. 


1296. 
1297. 


1298. 
1299. 
1300. 
1301. 


€ o. ES 
ye xe[—5 —1]. 
y= ith aex[t: 6]. 
y=sin 2x —x; xe [0; 1]. 

N 

y=x+cos? x; xe 0; =). 

| TE „a 
y= 5 COS 2x+sin x; xe [o; 3] i 

x 1 


= ——sį d PM 3 ELI 
y—u« 4 Sin 2x-F y cos? x cos x; xef 3:3]: 


y —cos? x +sin x: 1) xe |0; 2) 2) xe E x |- 


y—-2"*;.1) xe[-8; —1]; 2) xe[- 1; 1]. 

y=(5—x)2-*: 1) x=[—1; 0]; 2) xe [5; 6]. 

y—2x?—1n x; xe [1; e]. 

Įrodykite, kad funkcijos f(x) =sin 2x cos x min į (+) » - 5 
xe|-s x 

Raskite aibę, į kurią funkcijos y—x*—6x? išvestinė atvaiz- 

duoja atkarpą [—1; 3]. 

Į kurią aibę funkcijos y—x(In x—1) išvestinė atvaizduoja 

spindulį [1; oo [? 

Raskite aibę, į kurią skaičių ašį atvaizduoja funkcijos y= 

—2cos?(4x—]1) išvestinė. 

Raskite sankirtą aibių, į kurias funkcijų y=x In x—x ir y= 


=2 sin? e +x) išvestinės atvaizduoja atkarpą [1; 9]. 


Su kuriomis parametro a reikšmėmis funkcijos y= 
=e4*+3**+* išvestinė yra teigiama visoje funkcijos apibrė- 
žimo srityje? 

Iš visų stačiakampių, kurių plotas 9 m?, išrinkite mažiausio 
perimetro stačiakampį. 

Atviro baseino dugnas yra kvadrato formos. Baseino tūris 
lygus 32 mš. Kokie turi būti baseino matmenys, kad jo sie- 
nų ir dugno apdailai reikėtų mažiausiai medžiagos? 
Kūgio sudaromoji /=20 cm. Kokia turi būti kūgio aukštinė, 
kad jo tūris būtų didžiausias? 

Apibrėžto apie pusrutulį, kurio spindulys R, kūgio pagrin- 
do centras sutampa su rutulio centru. Kokia turi būti kūgio 
aukštinė, kad jo tūris būtų mažiausias? 

Į rutulį, kurio spindulys R=3 cm, įbrėžtas didžiausio tūrio 
ritinys. Apskaičiuokite jo tūrį. 

Apie rutulį, kurio spindulys R, apibrėžtas kūgis. Kokia turi 
būti kūgio aukštinė H, kad kūgio tūris būtų mažiausias? 

Į rutulį, kurio spindulys R, įbrėžtas didžiausio viso pavir- 
šiaus ploto kūgis. Apskaičiuokite kūgio aukštinę. 

Seštasis aritmetinės progresijos narys lygus 3. Kokia turi 
būti skirtumo d reikšmė, kad progresijos pirmojo, ketvirtojo 


ir penktojo narių sandauga būtų didžiausia, kai d> 3 ? 


[ss] 
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1302. 
1303. 


1304. 
1305. 


1306. 


Nykstančios geometrinės progresijos suma lygi funkcijos 
f(x) =x34+-3x—9 didžiausiajai reikšmei atkarpoje [—2; 3]. 
Pirmojo ir antrojo progresijos nario skirtumas lygus į'(0). 
Raskite progresijos vardiklį. 

Į trikampį, kurio viršūnės (—a; 0), (a; 0) ir (0; b), įbrėžtas 
didžiausio ploto stačiakampis. Viena stačiakampio kraštinė 
yra abscisių ašyje. Raskite stačiakampio viršūnių koordina- 
tes. 

Langas yra stačiakampis su pusrutuliu viršuje. Jo perimet- 
ras lygus p. Kokius reikia parinkti lango matmenis, kad jo 
plotas būtų didžiausias? 

Apskaičiuokite didžiausio ploto stačiakampio, įbrėžto į tri- 
kampį, kurio viršūnės (0; 0), (a; 0) ir (0; b) (a>0; b>0), 
perimetrą, kai stačiakampis turi bendrą kampą su trikampiu. 
Iš apvalaus rąsto, kurio skersmuo 40 cm, reikia išpjauti sta- 
čiakampę siją. Jos pagrindas b ir aukštinė h. Sijos tvirtumas 
proporcingas bh2. Su kuriomis b ir h reikšmėmis sija bus 
tvirčiausia? 


XI SKYRIUS. PIRMYKŠTĖ FUNKCIJA 
IR INTEGRALAS 


$ 1. PIRMYKSTE FUNKCIJA 


Veiksmas, atvirkščias diferencijavimui, vadinamas integravi- 
inu. Diferencijuojant apskaičiuojama funkcijos išvestinė, o inte- 
gruojant pagal išvestinę randama pati funkcija. 

Ap ibrėžimas. Funkcija F(x) vadinama funkcijos f(x) pir- 
mykšte funkcija duotame intervale, kai su visomis x reikšmėmis 
iš to intervalo yra teisinga lygybė 


F'(x) - f(x). (1) 

l pavyzdys. Funkcijos f(x) =x3 pirmykštės funkcijos F(x) 
intervale | —oo; oo[ yra šios: F(x) = = , F(x)= = +5, F(x) = 

4 4 ^ 
aet —1,5, F (x)= £ +C (C— konstanta), nes F(x) = (5) = 
k x e xt =Ž iet x^ ^ 4x8 
= (£45) =(% -15) =(£ +C) = =9=/(x). 

2 pavyzdys. Funkcijos f(x) — -pirmykštės funkcijos F(x) 
intervaluose |nk— 5 nk+ sl , keZ yra šios: F(x) —tg x, 
F(x)=tgx+x, F(x)-tgx—10, F(x)=tgx+C, nes F'(x)= 
= (tg x)'— (tg x+1)'= (tg x-10)'= (tg x+C)'= rur 

Iš pateiktų pavyzdžių matome, kad pirmykštės funkcijos radi- 
mo uždavinys turi be galo daug sprendinių. , 

Pagrindinę pirmykštės iunkcijos savybę apibrėžia ši teorema. 

„1 teorema. Jeigu funkcija F(x) yra funkcijos f(x) pirmykš- 
tė duotame intervale, tai kiekviena kita tos funkcijos pirmykštė 
funkcija tame intervale išreiškiama suma F(x)--C; čia C — bet 
kuris pastovus dydis (konstanta). 

Pavyzdžiui, funkcijų L, V x, sinx, e* pirmykštės funkcijos 
atitinkamai yra tokios: In |x|--C, E KV x+C, 
e* 4- C. 

Ieškodami pirmykščių funkcijų, taikysime tris pagrindines tai- 
sykles, kurias apibrėžia šios teoremos. 

2 teorema. Jeigu F(x) ir G(x) yra atitinkamai funkcijų 
j(x) ir g(x) pirmykštės funkcijos, tai F(x)--G(x) yra funkcijos 
f(x) + g(x) pirmykštė funkcija. 

, teorema. Jeigu F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funkci- 
ja, o } — pastovus daugiklis, tai AF (x) yra funkcijos 4f(x) pir- 
mykštė funkcija. 


—cosx+C, 
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4 teorema. Jeigu F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funk- 
cija, o a ir b — pastovūs dydžiai, tai F(ax--b) yra junkcijos 
[(ax--b) pirmykštė funkcija. 

3 pavyzdys. Raskite funkcijos f(x) =3 cos x+ - pirmykš- 
te funkciją. 

Sprendimas. Funkcijų cos x ir i pirmykštės funkcijos 
atitinkamai yra sin x ir -4 . Remdamiesi antrąja ir trečiąja teo- 
rema, turime: 

F(x) =3 sin x— L +C. 

4 pavyzdys. Raskite funkcijos f(x) = (5x—2)? pirmykštę 
tunkcija. 

Sprendimas. Funkcijos x? pirmykštė funkcija yra a 


>> 
Remdamiesi ketvirta teorema ir turėdami galvoje, kad a=5, b= 
= —2, gauname: 


5 pavyzdys. Raskite funkcijos f(x) = —— BE 
"IER 

pirmykštę funkciją. 

1 


A pirmykštės funkcijos ati- 


Sprendimas. Funkcijų 


tinkamai yra tg x ir In|x|, todėl F(x) =+ tg(ž +3) —+In/2x—1|+ 


2 
+C, arba F(x) 22 te(5 +3) -0,5 In|2x—1|+C. 


6 pavyzdys. Raskite funk- 
cijos f(x) =2x—2 pirmykštę funk- 
ciją, kurios grafikas eina per taš- 
ką M(—1; 2). 

Sprendimas. Funkcijos 
f(x) pirmykštė funkcija yra F(x) = 
—x?—9x--C. Geometriškai pir- 
mykštės funkcijos grafikas yra 
kreivių šeima, priklausanti nuo pa- 
rametro C. Funkcijos F(x) = x?— 
—2x+C grafikas — tai parabolių, 
kurių viršūnė taške xo=1, šeima 
(102 pav.). Imdami skirtingas C 
reikšmes, gausime skirtingas pa- 
raboles. Iš jų reikia išskirti tą pa- 

102 pav. rabolę, kurioje yra taškas M. Ka- 
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dangi šis taškas priklauso ieškomai kreivei, tai, įrašę jo 
koordinates į lygtį F(x) =x2—2x4+C, gauname: 221—2(—1) +C; 
iš čia C= — 1. Vadinasi, ieškomoji pirmykštė funkcija tokia: F(x) = 
=x?—2x—1. 


Pratimai 


Raskite funkcijos f(x) pirmykštę funkciją: 
1307. f(x) 23x?— sin x. 1308. f (x) =x+cos 2x. 


Ac CT 
1309. [(x) =2+cosF—Z. 1310. f(x) =sin (2x— i-V 3+ zx. 


1311. f(x) — P —3sin(4—3x) +1. 
1312. f(x) — ne cH —8 cos (3—4x) — 2. 


1313. f(x) =cos2 x4- 1,5. 
1315. f(x) =sin?(2—3x). 


1314. f(x) =2x—sin? 4x. 


1316. f(x) 2 — S 


Raskite funkcijos f(x) pirmykštę funkciją, kurios grafikas 
eina per tašką M: į 


1317. f(x) =3x2—2x; M(0; 1). 
1318. f(x) 25x*—6x3--8x —4; M(0; 5). 


1319. f(x) 26 cos x+4 sin x; M (5: 5 y2) : 


arer 


1320. f(x) =6 cos 2x; M E : 


$ 2. INTEGRALAS. NIUTONO—LEIBNICO FORMULĖ 


Apibrėžimas. Funkcijos f(x) integralu atkarpoje [a; 5] 
is e a šios funkcijos pirmykštės funkcijos F(x) pokytis F(b) — 
—F (a). 

b 

Funkcijos f(x) integralą žymėsime f foo dx. 

Simbolis f vadinamas integralo ženklu, f(x) — pointegraline 
funkcija, x — integravimo kintamuoju, a — apatiniu integravimo 
rėžiu, b — viršutiniu integravimo rėžiu. 

Pažymėję F (b) — (a) =F (x) . „turime: 
b 


f Teodxe FG [| =F(0) -F (a). (2) 


Si formulė vadinama Niutono—Leibnico formule. 
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1 pavyzdys. Apskaičiuokite integralą J V x dx. 


4 


Sprendimas. [Vr ds= P. dx= 


-, 


=5 Vz- VD =125. 


2 pavyzdys. Apskaičiuokite'integralą f k 
O 


T 
3 um 


d 3 n n 
Sprendimas. [Zz =-ctgx Ius (cte 5 —cig Z)= 
5 6 
V3 = €4.rm 
=- ($—vs)-ivs. | 
3 pavyzdys. Apskaičiuokite integralą T [2x — 2-x dx. 
i 
Sprendimas. Kadangi atkarpoje [—1; 0] 2*<2-*, tai 2*— 
y 0 


—2-:<0 ir |25—2-|=2-*—2*, Tada f |2:—2-*|dx= 


—1 
0 


= f (2-:—22) dx. 
=! 
Funkcijų 4 ir 2-* pirmykštės funkcijos atitinkamai yra E ir 


Toa e 23dx- ( —E— i). 


EMT PN B 
In2 In? a ESO Pa 


E 


SEE AA 
> ma (2172 2 2) = zmz’ 


Pratimai 


Apskaičiuokite integralus: 
. 3 
dx 3 32,2 = 
E ži (2x3—3x24+4x—5) dx. 


12 
1323. f 


dx 
y x 
M4 


0 
(4x+1)? 
1324, J LE dx. 
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aja 


0 

1325. fva- 3x)? dx. 1326. | (4 sin t+2 cos t) dt. 
^ ò 
T 


3t f 2 x A 
1327. | cos (2x+ A) dx 1328. [sin (53) dx. 
j 1 
E i 
1329. EE : 1330. | (cos x cos 2x—sin x sin 2x) dx. 
sin? 2x à 
6 


3 
1331. [ (cos? (x+ 3) —sin? (+5 )) dx. 
7 


7 
-1333. | (sin x 4- cos x)? dx. 


Tr 
2 
l+sin 2x+c0s 2x 
1332. 1 sin x4-cos X dx. 
T 
6 
EA 
2 


dx 
t T Gi I) 
9 
1335. IE 1336. (= dx. 
3 1 


1337. | (22-14 (2) ") dx. 1338. | |3*—3-*|dx. 
0 


$ 3. INTEGRALO TAIKYMAS GEOMETRIJOJE 


1. Kreivinés trapecijos plotas. Tarkime, kad funkcija y=f(x) 
yra apibrėžta, tolydi ir teigiama atkarpoje [a; 5] 
pibrėžimas. Kreivine trapecija vadinama figūra aABD, 
A kreivės y— —f(x), ašies Ox atkarpos ab ir atkarpų aA ir 
bB, statmenų ašiai Ox (103 pav.). 
Kreivinės trapecijos plotas apskaičiuojamas pagal formulę 


S= f f(x)ax. (3) 


17. Matematika 257 


103 pav. ` 104 pav. 


Kai figūrą riboja dvi kreivės y=f,(x) ir y=f2(x) ir dvi tiesės, 
statmenos ašiai Ox (104 pav.), reikia imti atitinkamų kreivinių 
trapecijų aABb ir aA,B,b plotų skirtumą. Vadinasi, 


b b 
S- $ fs(x)dx— Í fı(x)dx, arba 
S= f (f(x) fi) dx. (4) 


2. Sukinio tūris. Kreivine trapeciją (103 pav.) sukdami apie 
ašį Ox, gauname erdvinį kūną — sukinį, kurio tūris apskaičiuoja- 
mas pagal formulę 

6 


V=a | (x)dx. (5) 


l pavyzdys. Figūra apribota linijų y=x2, y= L, y=0 ir 
x=€. Apskaičiuokite šios figūros plotą. 

Sprendimas. Duotąją figūrą tiesė x=1 dalija į dvi dalis 
(105 pav.): į kreivinę trapeciją, atitinkančią funkciją y=x2 atkar- 
poje [0; 1], ir į kreivinę trapeci- 
ją, atitinkančią funkciją y= 1 
atkarpoje [l;e]. Šių trapecijų 
plotus pažymėkime S, ir S;. 
Turime: 


So= | = — |n x[—In e—in 1=1. 
i 
Tada visos figūros plotas S= 


1 
=S¡+82,=1 Te 


105 pav. 
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106 pav. 107 pav. 


2 pavyzdys. Apskaičiuokite figūros, apribotos kreivių 


x+y—2=0 ir y=4— x, plotą. 


Sprendimas. Nubrėžiame kreives (106 pav.) ir, išsprendę 


lygčių sistemą Lan d „ randame kreivių susikirtimo taškų A 


y=2-x, 
ir B abscises: x4— — l, x>=2. Pritaikę (4) formulę, gauname: 
2 2 
S= f (4—x2—2+x)dx= Í (2+x—x2)dx = 
E" =l 
Ž z 2 " E 
=2 [ dx+ f xdx— Í gdxe2x[ +7 
—l —) = 
; 1 EO LN 
=2-(2—(—1))+ 7 (2-(-1))= 3 ($- (7-03) -6* 5 
—3=4,5. 


zd ys. Figūra, apribota kreivės y=sin x (xe [0; a]) 

ir RA r^ E ded iie ašį Ox. Apskaičiuokite sukinio tūrį. — 

Sprendimas. Sukinys pavaizduotas 107 paveiksle. Jo tūrį 
apskaičiuosime pagal (5) formule: 


2 g} 
= T |= 


3 


* E E n Y 
V=x j 2 [E ae- / cos 2x m 
0 


a? 


q 


= Ž(1— sin 23—0-- z sin 0)- 


2 m 


-5(- 1l sin 2: 


Pratimai 


Apskaičiuokite šių kreivių apribotos figūros plotą: 
1339. y=2x?+1, y=0,x=—1, x=1. 1340. y=x?, y=4. 


1341. y= zu „y=0, x22, x=e+1. 
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1342. y— —x?--5x—4, y=0. 1343. y=x2, y-2— x?. 
1344. y=x+1, y=4+3x—x?. 1345. y=É, x=1, y=x—1. 


: : T, Sn 

1346. y=sin 2x, y=1—sin 2x, xe EX Eu > 

1347. y=2+sin x, y=1+cos? x, xs [0; al. 

1348. y=sin xx, y=4(x2—x). 

1349. Kreivés y=2x—x? ir ašies Ox apribota figūra sukama apie 
ašį Ox. Apskaičiuokite sukinio tūrį. 

1350. Figūra, apribota kreivių xy=4, x=1, x=4, y=0, sukama 
apie ašį Ox. Apskaičiuokite sukinio tūrį. 

1351. Figūra, apribota kreivių y=x? ir y2=x, sukama apie ašį Ox. 
Raskite sukinio tūrį. 

1352. Figūra, apribota kreivių y=x? ir x+y=2, sukama apie ašį 
Ox. Raskite sukinio tūrį. 


$ 4. ĮVAIRŪS UŽDAVINIAI 


l pavyzdys. Figūra, apribota kreivių y=—x ir y= 
=x?4ax+6. Parabolės liestinė, nubrėžta per tašką, kurio abscisė 
x= —3, su ašimi Ox sudaro kampą a—sz-— arctg 2. Apskaičiuokite 
duotosios figūros plotą. 

Sprendimas. Pirmiausia randame parametro a reikšmę. 
Zinome, kad kampo tangentas yra liestinės krypties koeficientas 
k, todėl k=tg(n—arctg 2) = —tg arctg 2— —2. Antra vertus, lies- 
tinės krypties koeficientas lygus funkcijos y— x?-- ax 4-6 išvestinės 
reikšmei, apskaičiuotai taške x= —3. Taigi y'=2x+a, y/(—3) = 
=—6+a. Kadangi &— y'(—3), tai —6--a— —2 ir a=4. Išsprendę 
lygčių sistemą aa 

y=—X, 
randame kreivių susikirtimo taškų abscises x,= —3 ir x2=-—2 
(108 pav.). 
Pritaikę (4) formulę, gauname: 
—2 —2 
S= f (—x—x2—4x—6)dx= — f (x24+5x4-6)dx= 
—3 =3 
—2 1 


ie (£ +5 +06x)] SU. 


2 pavyzdys. Su kuriomis a<0 reikšmėmis yra teisinga ne- 
lygybė 
0 


f (8-25-2-3->)dx>02 
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ysx&4x«6 


108 pav. 


Sprendimas. Apskaičiavę integralą, turime: 
1 3—2* „2-3—*10 
I" 7 us J. 29 
3 


—L 494 E -2-3->0, 
3-24 —4 . 8-2 -- 30. 
Gavome rodikline nelygybe, kurios sprendiniai 
a x — l, az. 


Atsakymas. a<-—1. 


Pratimai 


1353. Raskite funkcijos [(x)= —1— L logs 2 pirmykštę funkciją 
F(x), kai F(2)=6 4. Kuriuose taškuose funkcijos F(x) 


grafikas kerta ašį Ox? K 2 Á l 

1354. Apskaičiuokite figūros, kurią riboja kreivė y=4x"+0x42 ir 
tiesė y= —8x—46, plotą, kai kreivės liestinė taške x= — 
ir ašis Ox sudaro kampą, lygų 1— arctg 20. 

1355. Su kuria a reikšme figūros, apribotos kreivių y= —, y= 
2 IT 
g ep d n . . . 

1356. Su kuria a reikšme figūros, apribotos kreivių y=sin 2x, y= 
=0, x= 5 ir x=a, plotas lygus 0,5? 


x=2 ir x—a, plotas lygus In ve? 
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1357. 


1358. 


1359. 


1360. 


1361. 


1362. 


1363. 


1364. 


1365. 


1366. 


1367. 
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Figūra apribota kreivės y= y Xi- 3x45 ir šios kreivės 
liestiniy, nubrėžtų per taškus, kurių abscisés x¡=1 ir x4=4. 
Apskaičiuokite šios figūros plotą. 

Kreivinė trapecija apribota kreivių y=0, x=a (a>0) ir 
y=x?, Kreivės y=x? liestinė, nubrėžta per tašką x= = . 
nuo kreivinės trapecijos nukerta trikampį. Kokią kreivinės 
trapecijos ploto dalį sudaro šio trikampio plotas? 

Su kuria parametro a>0 reikšme figūros, apribotos linijų 
y=a Vx, y=2— V x ir x=0, plotas lygus skaičiui b? Su 
kuriomis b reikšmėmis uždavinys turi prasmę? 

Su kuria parametro a (a>1) reikšmė figūros, apribotos li- 
nijų y=1, y=2, y=ax?, y= E ax?, x>0, plotas yra didžiau- 
sias? Apskaičiuokite šį plotą. 

Su kuriomis A ir B reikšmėmis funkcija f(x) =2A + Bx? ten- 
kina sąlygas 2 


P(—1)=2 ir [ 1004x-2 2? 
0 


Raskite funkcijų apibrėžimo sritis: 
x!-2x 8 

nio f F: ) = [ E. 
I cos 2x 


Išspręskite nelygybę 


f (a—4x)dx<2—3a +a. 


0 


Su kuriomis a reikšmėmis teisinga nelygybė 


i. 1 
Va Is ile yz) eis 
Su kuriomis a0 reikšmėmis teisinga nelygybė 
ETE 
Įrodykite, kad su visais a0 yra teisinga nelygybė 
f (9:8 8x5) dx 0. 
0 
ati 
Išspręskite lygtį T (3-4-4)dx-2 2. 


a 


1368. Raskite lygties 


a 


f sin x dx=sin 2a 
z 
2 


sprendinius, priklausančius atkarpai [0; 2x]. 


1369. Raskite lygties 


f cos (x 4-29? — g) dx — sin 2p 
—$ 


; X m S! 
sprendinius, priklausančius atkarpai [= Sa ] á 


1370. Raskite lygties 


a 


f cos (x - a?) dx —sin a 
0 


sprendinius, priklausančius atkarpai [2; 3]. 


XII SKYRIUS. PLANIMETRIJA 


$ 1. KELETAS ĮVADINIŲ PASTABŲ 


Klasifikuoti geometrijos uždavinius sunku, nes, sprendžiant 
uždavinį, dažnai tenka pasitelkti įvairias geometrijos sąvokas bei 
teoremas. Paprastai geometrijos uždaviniai skirstomi į skaičiavi- 
mo, įrodymo ir brėžimo uždavinius. Pastarieji mokiniams būna 
bene sunkiausi. : 

Brėžimo uždaviniai sprendžiami, naudojant tik du įrankius — 
liniuotę be padalų ir skriestuvą. Su liniuote nubrėžiama bet kuri 
tiesė, pavyzdžiui tiesė, einanti per du taškus. Skriestuvu nubrėžia- 
mas bet kurio spindulio apskritimas bei tiesėje atidedamos nuro- 
dyto ilgio atkarpos. Brėžimo uždavinys bus išspręstas, kai išsiaiš- 
kinsime braižymo eigą ir įrodysime, kad, taip braižant, gaunama 
figūra, turinti reikiamas savybes. Brėžimo uždavinį paprastai pra- 
dedame t pe tare, kad reikiama figūra nubraizyta. Po to ieš- 
kome priklausomybių, siejančių duotus figūros elementus su neži- 
nomais. Baigdami ištiriame, ar su visomis duomenų reikšmėmis 
ae išspręsti uždavinį, ir, jei taip, tai kiek uždavinys turi spren- 

inių. 

1 pavyzdys. Nubraižykite trikampį, kai duota jo kraštinė, 
pusiaukraštinė, nubrėžta į šią kraštinę, ir apibrėžtinio apskritimo 
spindulys. 

prendimas. Tarkime, kad ABC — ieškomasis trikampis, 

[AC] — duotoji kraštinė*, [BD] — pusiaukraštinė, L — duotojo 
spindulio apibrėžtinis apskritimas (109 pav.). Pažiūrėję į brėžinį, 
suvokiame, kad uždavinį galima perfrazuoti taip: į duotąjį apskri- 
timą įbrėžkite trikampį, kai žinoma 

B jo kraštinė AC ir pusiaukraštinė BD. 

Pasirenkame bet kurį apskritimo taš- 

ką A ir nubrėžiame stygą AC, lygią 
L  duotai atkarpai [AC] — taip gauna- 

me tašką C. Pažymime tašką D, ku- 
ris stygą AC dalija pusiau, ir iš jo 
spinduliu, lygiu |BD|, brėžiame lan- 


A C ką. Lanko ir apskritimo L susikir- 
timo taškas yra trikampio trečioji 
viršūnė B. Įrodymas tiesiog išplau- 


kia iš brėžimo. Kad ir kokio ilgio 

109 pav. būtų apskritimo spindulys bei atkar- 

* Šioje knygoje žymima: (AB) — tiesė AB, [AB) — spindulys AB, [AB] 

— atkarpa AB, |AB| — atkarpos AB ilgis, ZABC — kampas ABC, ABC — 
kampo ABC didumas. 


264 


110 pav. 


pa AC, ją visada galima įbrėžti į apskritimą. Tačiau spinduliu 
|BD| nubrėžtas lankas gali nekirsti apskritimo, jį liesti arba kirsti 
dviejuose taškuose. Taigi, priklausomai nuo |AC|, |BD| ir apibrėž- 
tinio apskritimo spindulio, uždavinys gali turėti vieną, du sprendi- 
nius arba neturėti nė vieno sprendinio. e AY 
Toliau spręsdami brėžimo uždavinius, dažniausiai tik paaiškin- 
sime, kaip reikia brėžti, o tirti paliksime skaitytojui. ||| 
Daugelį brėžimo uždavinių galima išspręsti taškų aibių meto- 
du, kuris dar vadinamas geometrinių vietų metodu. Jis ypač tin- 
ka, kai reikia nubraižyti figūrą (arba tašką), kuriai būdingos ke- 
lios savybės. Pirmiausia randama aibė taškų, turinčių kurią nors 
vieną savybę, paskui — aibė taškų, turinčių kitą savybę. Gautųjų 
taškų aibių sankirta ir yra ieškomasis taškas arba taškų visuma. 
2 pavyzdys. Kokią aibę sudaro taškai, vienodai nutolę nuo 
dviejų susikertančių tiesių ir atstumu d nutolę nuo taško O? | 
Sprendimas. Taškai, vienodai nutolę nuo dviejų susiker- 
tančių tiesių a ir b, priklauso šių tiesių simetrijos ašims lı la 
(110 pav.), o taškai, atstumu d nutolę nuo taško 0,— apskritimui 
L, kurio centras yra taške O ir spindulys d. Ieškomąją aibę suda- 
rys apskritimo L ir tiesių lı, la susikirtimo taškai A, B, C, D. Įro- 
dyti, kad taškai A, B, C, D priklauso ieškomajai aibei, nesunku. 
Kitas populiarus brėžimo uždavinių sprendimo metodas — pa- 
našumo metodas. Kartais patogiau iš pradžių nubraižyti figūrą, 
panašią į ieškomąją, nekreipiant dėmesio į kurį nors reikalavimą. 
Taip gaunama daug figūrų, panašių į ieškomąją, paskui iš jų 
aibės išrenkama reikiama. 
3 pavyzdys. Į trikampį ABC įbrėžkite kitą trikampį, kurio 
kraštinės būtų lygiagrečios tiesėms lı, la, ls. £ 
Sprendimas. Iš pradžių į trikampį ABC (111 pav.) įbrėž- 
kime trikampį, kurio kraštinės lygiagrečios tieséms lı, la, Is, bet 
taip, kad tik dvi jo viršūnės būtų trikampio ABC kraštinėse. Tai 
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111 pav. 112 pav. 


padaryti lengva. Brėžiame bet kurią tiesę MNI!,. Per taškus M 
ir N brėžiame tieses ML ir NL, atitinkamai lygiagrečias tiesėms 
lo ir la. Gauname trikampį MLN, panašų į ieškomąjį. Per taškus A 
ir L išvedame tiesę, kuri kraštinę BC kerta taške K. AKOP —ieš- 
komasis. 

Kai kurie brėžimo uždaviniai sprendžiami simetrijos metodu. 
' Kartais pavyksta suprastinti uždavinį, vieną jo elementą pakei- 
čiant simetrišku. 

4 pavyzdys. Skirtingose tiesės / pusėse pažymėti taškai A 
ir B. Atstumas nuo taško A iki tiesės / didesnis už atstumą nuo 
taško B iki tiesės /. Kur reikia pažymėti tiesės / tašką C, kad skir- 
tumas |AC| — |BC| būtų didžiausias? 

Sprendimas. Pažymėkime tašką B,, simetrišką taškui B 
tiesės | atžvilgiu (112 pav.). Per taškus A ir B, nubrėžkime tiesę 
p, kuri tiesę / kerta taške C. Įrodysime, kad taškas C — ieškoma- 
sis. Imkime bet kurį tašką C¡el. Tuomet 


I4C;1-|BCi| 2 |AC1| - |BiCi| «|ABi| 2 |AC| - |BiC| - 
=|AC|- |BC|. 
Taigi, kad ir koks būtų taškas C;el, skirtumas |AC,|- 'BC,| 
mažesnis už |AC|- |BC|. Todėl skirtumas |AC|- |BC| yra di- 
džiausias. 


y 2. JUDESIO SAVOKA, JUDESIU ROSYS 


Bet kokių aibių atvaizdžio sąvoka išnagrinėta IX skyriaus pir- 
majame paragrafe. i 

l apibrėžimas. Jei kiekvieną figūros ® tašką M atitinka 
vienintelis figūros F taškas M,, tai tokia atitiktis vadinama figūros 
O atvaizdžiu figūroje F. Taškas M, vadinamas taško M vaizdu. 
Zymime M>M,. 

Figūros O taškų vaizdų aibė O, vadinama figūros (D vaizdu. 
Iš atvaizdžio apibrėžimo išplaukia, kad 0,CF. Kai D,=F, sako- 
me, kad figūra ® atvaizduojama į figūrą ®;. 
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2 apibrėžimas. Erdvės atvaizdis į ją pačią, kai du bet 
kurie skirtingi taškai turi skirtingus vaizdus, vadinamas erdvės 
transformacija. 

Bet kokią erdvės transformaciją pažymėkime raide f. Jeigu 
transformacija f taškas M atvaizduojamas į tašką M,, tai rašome 
f(M) = Mi. Užrašas [(0)=0, reiškia, kad transformacija f figūra 
O atvaizduojama į figūrą O;. 

Atvaizdį f galima nagrinėti kaip visų sutvarkytų taškų porų 
(M; Mi) aibę; čia M,=f(M). Visų sutvarkytų taškų porų (Mi; M) 
aibė apibrėžia kitą transformaciją, kuri M, perkelia į M. Tokia 
transformacija vadinama atvirkštine transformacijai f ir žymima 
f~. Jeigu f(M) =M,, tai [-1 (Mi) = M. 

Nuosekliai atlikę transformacijas fı ir f», gauname naują trans- 
formaciją: (M) =f2(f,(M)). Jeigu f1(M) 2 M, ir f2(Mi) = Ms, tai 
f(M) = Ms. Transformacija f vadinama transformacijų f; ir f» kom- 
pozicija. Zymime f —f» o fi. 

Erdvės transformacija, kuria kiekvienas taškas atvaizduojamas 
i jį patį, vadinama tapačiąja transformacija. Ji žymima raide E. 
p s dg kiekvienam erdvės taškui M yra teisinga lygybė 

(M) = M. 

Išnagrinėkime keletą plokštumos transformacijų pavyzdžių. 

Tarkime, kad O — duotasis plokštumos taškas. Pasirinkime 
kurį nors plokštumos tašką X ir, brėždami apskritimą, kurio spin- 
dulys lygus |OX|, tašką X perkelkime į tašką X,. Pažymėkime 


X,OX=a (113 pav.). 
3 apibrėžimas. Plokštumos transformacija į ją pačią, kai 
kiekvienam taškui X priskiriamas toks taškas Xi, kad |OX,|= |OX], 


KN 

X,OX=a, vadinama plokštumos posūkiu apie tašką O kampu a. 
Posūkį apibrėžia jo centras O, kampas a ir kryptis. Toks posūkis, 
kaip jau žinome, žymimas Rs; 

4 apibrėžimas. Centrine simetrija vadinamas posūkis 180? 
kampu apie centrą O, kuris vadinamas simetrijos centru. 

Centrinę simetriją apibrėžia simetrijos centras. Ją Zymime Zo. 

Taško A, sukamo 180? kampu apie tašką O, vaizdas A; yra 
tiesėje OA, be to, OA—OA, kaip to paties apskritimo spinduliai 
(114 pav.). Vadinasi, simetrijos centras O yra atkarpos: AA, vidu- 
rio taškas. Taškas A, yra simetriškas taškui A centro O atžvilgiu. 
Norėdami rasti tašką Aj, turime tiesėje OA atidėti atkarpą OA,, 
lygią atkarpai OA ir nukreiptą į priešingą pusę nuo taško O. 


A, [6] A 
114 pav. 
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A Sakykim, l— duotoji tiesė. Pasi- 
rinkime bet kurį tašką A ir iš jo nu- 
leiskime statmenį AO tiesei I. Stat- 
mens tęsinyje atidėkime atkarpą OA;, 


0 P kurios ilgis lygus atkarpos OA ilgiui 
(115 pav.). Taškas A, vadinamas si- 

A metrišku taškui A tiesės / atžvilgiu. 

d Kai taškas A priklauso tiesei /, tai 
115 pav. jam simetriškas yra pats taškas A. 


5 apibrėžimas. Plokštumos 

transformacija į ję pačią, kai 

kiekvienam taškui A priskiriamas taškas Aj, simetriškas tiesės I 
atžvilgiu, vadinama ašine simetrija. 

Tokia simetrija žymima Sj. 

6 apibrėžimas. Jei figūra O simetrija tiesės 1 atžvilgiu 
transformuojama į ją pačią, tai tiesė | vadinama figūros (D simet- 
rijos ašimi. Figūra (b vadinama simetriška tiesės l atžvilgiu. 

7 apibrėžimas. Lygiagreciuoju postūmiu vadinama tokia 
plokštumos transformacija į jg pačią, kai visi plokštumos taškai 
pastumiami viena kryptimi vienodu atstumu. 

Lygiagretusis postūmis apibrėžiamas atitinkamų taškų pora 
arba kryptine atkarpa. Lygiagretųjį postūmį žymime raide 7. 

8 apibrėžimas. Erdvės transjormacija, nekeičianti atstu- 
mų, vadinama judesiu arba poslinkiu. 

Judesys turi šias savybes: 

1) tieses perveda į tieses, pustieses — į pustieses, atkarpas — 
į atkarpas; 

2) nekeičia kampų tarp pustiesių; l 

3) transformacija, atvirkštinė judesiui, yra judesys; 

4) dviejų judesių kompozicija yra judesys. 

Įrodoma, kad posūkis, centrinė ir ašinė simetrija, lygiagretusis 
postūmis yra judesiai. 

9 apibrėžimas. Lygiomis figūromis vadinamos figūros, 
kurios judesiu sutapdinamos viena su kita. 

Tarkime, kad trikampis-ABC judesiu sutapdinamas su trikam- 
piu 4,B,C,, be to, viršūnė A perkeliama į viršūnę Ai, viršūnė B — 

B,, viršūnė C —į Cı. Kadangi judesys nekeičia atstumų ir kam- 
pų, tai |AB|=|4,B,|, |AC|=|AiCi|, |BC|=]B,C,|, A=A,, B=B,, 


C=C. Vadinasi, kai trikampiai yra lygūs, tai lygios ir jų atitin- 
kamos kraštinės ir atitinkamieji kampai. Galima įrodyti, kad tei- 
singas ir atvirkščias teiginys. Todėl įprastas trikampių lygumo 
apibrėžimas — du trikampiai yra lygūs, kai lygios jų atitinkamos 
kraštinės ir lygūs jų atitinkamieji kampai,— ekvivalentus apibrė- 
žimui, gaunamam iš bendrojo figūrų lygumo apibrėžimo. 
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$ 3. UŽDAVINIŲ 
SPRENDIMAS, 
REMIANTIS JUDESIŲ 
SAVYBĖMIS 


l pavyzdys. Įro- 
dykite, kad dviejų centri- 
nių simetrijų, kurių cent- 
rai yra A ir B, kompozicija 
yra lygiagretusis postūmis. 

Sprendimas. Sa- 
kykim, P — bet kuris plokš- 
tumos taškas. Pažymėkime 

Za(P)=P', Zs(P') =P". 
Tuomet Zgo Z4—P" (116 116 pav. 


pav.). 

Kadangi |AP|=|AP'| ir |BP'|=|BP"|, tai [AB] — trikampio 
PP'P" vidurinė linija. Tuomet |PP"|—2|AB| ir [PP"]| [AB]. Va- 
dinasi, P"—T(P). 

2 pavyzdys. Įrodykite, kad dviejų skirtingų ašinių simetri- 
jų kompozicija yra lygiagretusis postūmis arba posūkis. 

Sprendimas. Tarkime, kad a ir b — simetrijos ašys, P — 
bet kuris plokštumos taškas. Išnagrinėkime tą atvejį, kai simetrijos 
ašys susikerta (117 pav., a). Pažymėkime S,(P)=P' ir S¿(P”) = 
=P". Tuomet S, o S,=P". Ašis b yra statmuo, nubrėžtas per at- 
karpos PP” vidurį, todėl |PM|=|P/M|. Dėl tos pačios priežasties 
ĮP'M|=|P"M|. Vadinasi, |PM|=|P"M|. Todėl P"—R2,(P). 

Dabar išnagrinėkime atvejį, kai a||b (117 pav., b). Pažymėki- 
me S;(P)=P' ir S,¿(P”) =P”. Tuomet S¿oS,=P”. Aišku, kad 
P"=T(P); čia T — lygiagretusis postūmis kryptimi [PP"]. 

3 pavyzdys. Įrodykite, kad dviejų posūkių apie skirtingus 
centrus kompozicija yra posūkis arba lygiagretusis postūmis. 

Sprendimas. Tarkime, kad pirmąjį posūkį apibrėžia cent- 
ras A ir kampas a, antrąjį — centras B ir kampas p (118 pav.). 
Pažymėkime R2 (P) =P”, R$ (P') =P”. Tuomet R$ o R% =P”, Nu- 
brėžkime kampų P'AP ir P'BP" pusiaukampines u ir v. Kadangi 
|AP| — |AP'|, tai AAPP’ — lygiašonis, todėl ul [PP'] ir |P/M|= 

„a 
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—|PM|. Taigi P ir P'— vienas ki- 
tam simetriški taškai tiesės u at- 
žvilgiu. Analogiškai P” = S; (P'). 
Todėl 

P" =S 0 Su: 


Iš 2 pavyzdžio žinome, kad dviejų 

skirtingų ašinių simetrijų kompozici- 

ja yra lygiagretusis postūmis arba 

posūkis. Kai u ir v susikerta, gau- 
name posūkį, kai ullv,— postūmį. 

4 pavyzdys. Duota tiesė AB 

ir vienoje jos pusėje du taškai M ir 

118 pav. N. Raskite trumpiausią kelią iš M 

į N, pakeliui pasiekdami tiesę AB. 

Sprendimas. Pažymime tašką Mi, simetrišką taškui M 

tiesės AB atžvilgiu (119 pav.): 


Mi=Sas (M). 


M; sujungę su N, gauname C=[M¡N]N(4B). Taškas C — ieško- 
masis. Iš tiesų, kadangi |MC|=|M,C|, tai |MC|+|CN|= | M;C| + 
+|CN|=|MiN|, o |M,N| ir yra trumpiausias atstumas tarp dviejų 
taškų M, ir N. 

5 pavyzdys. Nubraižykite trikampį, kai duotos dvi jo kraš- 
tinės |AB|=c, |AC|=b ir pusiaukraštinė |AM| — m. 

Sprendimas. Sakykim, AABC — ieškomasis (120 pav.). 
Išnagrinėkime, kaip galėtume jį gauti. Atlikę simetriją centro M 


atžvilgiu, turime: 
Zu(AABM)= AMCD. 


Kadangi Zy(4)=D, tai |MD|=m. Vadinasi, |AD|=2m, be to, 
|CD|—c, nes Zy([AB|)= [CD]. Taigi žinome visų trijų AACD 
kraštinių ilgį, o tokį trikampį nubraižyti mokame. Nubraižę AACD, 
nesunkiai gautume AABC — užtektų nubrėžti AACD pusiaukraš- 
tine ir ją pratęsti, atidedant |BM|= |CM|. 


M 


M, 
119 pav. 
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6 pavyzdys. Kaimus A ir A 

B skiria kanalas, eA ena ja < 
iagretūs. Kur reikia statyti tiltą 

Ber a kanala, had iš A būtų gali“ ^ S 

ma patekti j B trumpiausiu keliu? NN 

Sprendimas. Tarkime, kad NN 

A ir B išdėstyti taip, kaip pavaiz- B KS 

duota 121 paveiksle; [CD] -Li Ly- M NS 

giagretųjį postūmį kryptimi [CD] SS 

pažymėkime T ir raskime T(A)— ' SS 

—A,. Pazymékime  [4,B]n/=E. NS 

O 


Kadangi |AB| — trumpiausias 

atstumas tarp A, ir B, tai kelias D 
AA,EB arba jam lygus kelias 

AFEB vra trumpiausias. Taigi til- 120 pav. 


tą reikia statyti per taškus E ir F. 

7 pavyzdys. Duotas kampas AOB ir jo viduje taškas M. 
Per tašką M nubrėžkite tiesę, kurios atkarpą, esančią tarp kampo 
kraštinių, taškas M dalytų pusiau. 

Sprendimas. Sakykim, uždavinys jau išspręstas ir tiesė 
CD — ieškomoji (122 pav.). Tuomet taškai C ir D yra simetriški 
vienas kitam taško M atžvilgiu: Zw (C) =D. Jei taškas E=Zy(O), 
tai OCED — lygiagretainis. Todėl [CO] || [DE] ir [CE]| [OD]. Tai- 
gi, norėdami išspręsti uždavinį, turime rasti tašką E=Zy(0) ir 
per jį nubrėžti tieses, lygiagrečias kampo kraštinėms. Tai pada- 
ryti mokame. 


Pratimai 


1371. Trijų simetrijų ašys lygiagrečios. Įrodykite, kad šių simet- 
rijų kompozicija yra simetrija atžvilgiu tam tikros ašies, 
lygiagrečios duotosioms. 


121 pav. 122 pav. 
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1372. 
1373. 


1374. 
1375. 


1376. 


1377. 


1378. 


1379. 


1380. 


1381. 


1382. 


1383. 
1384. 
1385. 


1386. 
1387. 


1388. 
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Kaip susieti du judesiai So o So, ir So, o Sg? 

Kokia transformacija yra judesių kompozicija Rr, o Rg? 
Įrodykite, kad keturių centrinių simetrijų lygiagretainio vir- 
šūnių atžvilgiu kompozicija yra tapačioji transformacija. 
Duoti trys taškai, esantys ne vienoje tiesėje. Įrodykite, kad 
centrinių simetrijų, kurių centrai — duotieji taškai, kompo- 
zicija yra centrinė simetrija. 

Įrodykite, kad posūkio ir lygiagrečiojo postūmio kompozicija 
yra posūkis. Kaip pasikeistų rezultatas, judesius sukeitus 
vietomis? 

Duota tiesė MK ir du taškai A ir B vienoje jos pusėje. Ras- 
kite tokį tiesės MK tašką C, kad spinduliai CA ir CB su šia 
tiese sudarytų lygius kampus. 


Trikampis ABC, pasuktas kampu a [a< 5) apie centra C, 
atsidūrė trikampyje A,B,C; čia Bi=R*. (B), Bie [AB], A,= 
=R4 (A). Tiesés AC ir A,B, yra statmenos. Raskite trikam- 


pio ABC kampus. 
Duotas kampas AOB ir taškas M to kampo viduje. Raskite 


taškus M,=S04 (M) ir Mo—Sos(M). Įrodykite, kad M,OM, 
nepriklauso nuo taško M padėties. 

Plokštumoje nubrėžta tiesė a. Vienoje jos pusėje pažymėti 
taškai A ir B, nevienodai nutolę nuo tiesės a. Raskitė tokį 
tiesės a tašką M, kad atstumų skirtumas |AM|— |MB| būtų 
didžiausias. 

Duota tiesė / ir du apskritimai vienoje jos pusėje. Raskite 
tiesės tašką 7, iš kurio nubrėžtos apskritimų liestinės TA ir 
TB su tiese / sudarytų lygius kampus. 

Du lygūs apskritimai Lı ir Lə liečia vienas kitą taške M. 
Trys tiesės, einančios per tašką M, kerta apskritimą L, taš- 
kuose Aj, Bi, Ci, o apskritimą L; — taškuose A», B», Co. 
Apskritimų, įbrėžtų į trikampius A,B,C, ir A5B5C;, centrai 
yra O, ir Os. Įrodykite, kad tiesė O,O; eina per tašką M. 
Nubraižykite keturkampį, kai žinomos visos jo kraštinės ir 
kampas, kurį sudaro: dvi priešingos kraštinės. 

Nubraižykite kvadratą, kurio viršūnės priklausytų dviem 
koncentriniams apskritimams. 

Ant stačiakampio biliardo stalo ABCD guli du rutuliai M 
ir N. Kaip reikia pastumti rutulį N, kad jis, nuosekliai atsi- 
mušęs nuo visų sienelių, pataikytų į rutulį M? 

Kampo ABC viduje pažymėtas taškas P. Nubraižykite ma- 
žiausio perimetro trikampį, kurio viena viršūnė sutaptų su 
tašku P, o kitos dvi priklausytų kampo kraštinėms. 

Į smailųjį trikampį įbrėžkite mažiausio perimetro trikampį. 
Ant lygiašonio trikampio ABC lygių kraštinių AB ir BC 
nubraižyti kvadratai, kurių centrai yra taškuose O, ir O». 
Įrodykite, kad: 1) tiesių AO; ir CO, susikirtimo taškas prik- 
lauso trikampio kampo pusiaukampinei BM; 2) (0,03) L 


$ 4. TRIKAMPIŲ ELEMENTAI. TRIKAMPIŲ LYGUMAS 


1 apibrėžimas. Atkarpa, jungianti trikampio kraštinės vi- 
duri su prieš jg esančio kampo viršūne, vadinama trikampio pu- 
siaukraštine. HEO | 

Trikampio ABC pusiaukraštines, nubrėžtas iš viršūnių A, B ir 
C, žymėsime Ma, Mp, Mo. Visos trys trikampio pusiaukraštinės su- 
sikerta viename taške — trikampio sunkio centre — ir viena kitą 
dalija santykiu 2: 1, skaičiuojant nuo viršūnės. B j 

2 apibrėžimas. Trikampio kampo pusiaukampinės dalis, 
esanti trikampyje, vadinama trikampio pusiaukampine. 

Trikampio pusiaukampines žymėsime la, lo, le Visos trys tri- 
kampio pusiaukampinés susikerta viename taške, kuris yra į tri- 
kampį įbrėžto apskritimo centras (žr. $ 9). Be to, pusiaukampinė 
dalija priešingą kraštinę į dalis, proporcingas kitoms dviem kraš- 
tinėms (žr. $ 6 4 pavyzdį). A M MA 

3 apibrėžimas. Statmens, išvesto i$ trikampio viršūnės į 
priešais esančią kraštinę arba jos tęsinį, atkarpa vadinama trikam- 
pio aukstine. į TF 

Aukštinės žymimos ha, ho, he. Visos trys trikampio aukštinės. 
susikerta viename taške — trikampio ortocentre. 

4 apibrėžimas. Atkarpa, jungianti dviejų trikampio krašti- 
nių vidurio taškus, vadinama trikampio vidurine linija. 12 

Vidurinė linija lygiagreti trikampio pagrindui, o jos ilgis ly- 
gus pusei pagrindo ilgio. 2 i 

5apibrėžimas. Trikampis, kurio dvi kraštinės lygios, va- 
dinamas lygiašoniu. Šias lygias kraštines vadinsime šoninėmis, 
o trečiąją — pagrindu. l l f i 

Lygiašonio trikampio kampai prie pagrindo yra lygūs, o aukš- 
tinė sutampa su trikampio pusiaukampine ir pusiaukraštine. 

6 apibrėžimas. Trikampis, kurio visos kraštinės lygios,. 

'adinamas lygiakraščiu. Mw 
ai Irelauraškio trikampio kampai lygūs, o kiekvieno jų di- 
dumas — 60“. $ / 
7 apibrėžimas. Trikampis, turintis statųjį kampą, vadi- 
namas stačiuoju. : AS 
Apibrėšime stačiojo trikampio smailiojo kam- | T 
po a (123 pav.) trigonometrines funkcijas. „Sis 
apibrėžimas — atskiras bendrojo trigonometrinių 
funkcijų apibrėžimo atvejis, kai posūkio kampas 
yra smailusis. i 

8 apibrėžimas. Stačiojo trikampio smai- 
liojo kampo sinusu vadinamas statinio, esančio 
prieš tą kampą, ir įžambinės santykis; kosinusu 


vadinamas statinio, esančio prie to kampo, ir A C 
įžambinės santykis; tangentu vadinamas statinio, 

esančio prieš tą kampą, ir kito statinio santykis. 123 pav. 
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Taigi 


— IBG] — |ACI _ |BC| 
sina= Tap > COS 95 TABT’ tga= lAC| * 
Aišku, kad 
sin a 
tga cosa * 


Suformuluosime tris trikampių lygumo požymius. 

1. Jei vieno trikampio dvi kraštinės ir kampas tarp jų atitinka- 
mai lygūs kito trikampio dviem kraštinėms ir kampui tarp jų, tai 
tie trikampiai lygūs. 

2. Jei vieno trikampio kraštinė ir du kampai prie jos atitinka- 
mai lygūs kito trikampio kraštinei ir dviem kampams prie jos, tai 
tie trikampiai lygūs. 

3. Jei trys vieno trikampio kraštinės atitinkamai lygios trims 
kito trikampio kraštinėms, tai tie trikampiai lygūs. 

Trikampio, kurio pagrindo ilgis a, o aukštinės ilgis ha, plotas 
S apskaičiuojamas pagal formulę 


Se 3 aha. 


l pavyzdys. Trikampio ABC pusiaukraštinė AM statmena 
pusiaukraštinei BN (124 pav.), |AM|=m, |BN|=n. Apskaičiuokite 
trikampio ABC plotą. 

Sprendimas. Kadangi O — pusiaukraštinių susikirtimo taš- 
kas, tai (572: 1. Todėl |40|= $ |AM|. Iš [AM] ir [BN] stat- 
menumo išplaukia, kad [40] — trikampio ABN aukštinė, todėl jo 
plotas 


Saasx=4 |AO|-|BN|= +- $ |AM|-|BN|= $ mn. 
S asc 5 ho -AC|— į ho 2JAN|=2 (7 ho -|AN|)=2S sagn- 
Taigi 
S anc mn. 


2 pavyzdys. [rodykite, kad 
bet kurio trikampio 


l.1l.1 
hg : Mo : h.= ri iara 
Sprendimas. Žinome, kad 
1 1 1 
S= y a= y bh, = 3 o 


todėl 


b TU. * - 124 pav. 


Apskaičiuojame santykį: C 
$5.98 56 1 1.1 
hai ha H h.= a Br a Ln m 


3 pavyzdys. Trikampis ABC lygiašonis, 


¡AC|=|CB|. Raskite |AC|, kai ACB=30* ir trikam- | 
pio perimetras p=5 (125 pav.).- A Bg 
Sprendimas. Nubrėžiame aukštinę CD. Ka- D 


dangi trikampis yra lygiašonis, tai ACD - 15. Todėl 125 pav. 


ira =sin 15%, |AD|=|4C| -sin 15°. Zinome, kad 
p=|AC|+|CB|+|AB|=|AC|+|AC|+2|AD|= 
=2|AC|+2|AC| -sin 15? —2|AC| (1 +>sin 15°). 
Taigi 2|AC| (1 +sin 159) 55; iš čia |AC|=>——2 


2(1+sin 15°) * 

Pritaike formule sin 57 yeas , nesunkiai apskaičiuosime 
sin 15°. 
A 
24 V 2-13 

5 pavyzdys. Iš laivo, plaukusio į šiaurę, vienu metu buvo 
pastebėtos dvi tuščios valtys, esančios tiesėje, pasvirusioje nuo. 
laivo plaukimo krypties 15% kampu į rytus. Tuo pat metu laivas 


pakeitė kursą ir pradėjo plaukti į šiaurės vakarus. Nuplaukus šia 
kryptimi 5 km, viena valtis buvo matoma rytuose, kita — šiaurės 


Atsakymas. 


rytuose. Apskaičiuokite atstumą tarp valčių. 


Sprendimas. Tarkime, kad iš pradžių laivas plaukė krvp- 
timi PO, o, pakeitęs kursą, — kryptimi OD; |OD|=5 km (126 pav.). 
Tuomet pirmoji valtis bus taške A, antroji — taške B, nes kryptis 

AN 
DB turi būti lygiagreti šiaurės rytų krypčiai. Kadangi BOC=159°, 
tai BOD =60°; OBC=BOE, nes šie kampai yra vidaus priešiniai, 
gauti, tiese OB perkirtus dvi lygiagrečias tieses DB ir OE, todėl 
OBC-45 —15.—30; 0DB- 90". 7 

[OD] — stačiojo trikampio BDO statinis, esantis prieš 30“ 
kampą, todėl jo ilgis lygus pusei įžambinės ilgio: |0D|=+ |OB|;. 
iš čia |0B|=2|0D|=10 km. Kadangi |DB|:|OB|=sin 60°, tai 


IDB|=5 V 3 km. Atkarpa DA — kampo BDO pusiaukampinė, to- 
dėl ji priešingą kraštinę dalija į dalis, proporcingas kitoms dviem 
trikampio kraštinėms: 


P 


126 pav. 


|AB| pažymėję raide x, gauname lygtį 


10—x — 


1 
x Va” 


iš kurios randame x=5(3— V 3). 
Atsakymas. 5(3—V3) km. 


Pratimai 


1389. 


1390. 


1391. 


1392. 


1393. 


1394. 
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Įrodykite, kad trikampio pusiaukraštinės ilgis yra mažesnis 
už kraštinių, išeinančių iš tos pačios viršūnės, ilgių sumos 
pusę. 

Pusiaukraštinė, nubrėžta į vieną lygiašonio trikampio šo- 
ninę kraštinę, dalija trikampio perimetrą į dvi dalis, lygias 
15 cm ir 6 cm. Raskite trikampio kraštinių ilgius. 

Įrodykite, kad bet kurio trikampio pusiaukraštinių ilgių su- 
ma yra mažesnė už trikampio perimetrą, bet didesnė už tris 
ketvirtąsias perimetro. 

Kampo kraštinėse nuo viršūnės A atidėtos lygios atkarpos 
AB ir AC. Taškas D vienodai nutolęs nuo taškų B ir C. Įro- 
dykite, kad taškas D priklauso kampo A pusiaukampinei. 
Įrodykite, kad trikampio pusiaukraštinė vienodai nutolusi 
nuo kitų dviejų viršūnių. 

Dviejų trikampio kraštinių ilgiai lygūs a ir b, o aukštinių, 
nuleistų į šias kraštines, ilgių suma lygi trečiosios aukštinės 
ilgiui. Apskaičiuokite trečiosios kraštinės ilgį. 


1395. Nubraižykite trikampį, kai žinomi šie jo elementai: 
1) Â, la, b; 2)a b Á 3) A, b, ms 4) a, ma, b; 
5) a, ha, b; 6) a, lh, l5 7) a, kė, B; — 8) a, ma, ha; 
9) b, c, ha; 10) ha, la, A; 11) ha, b, mo; 12) A, b, me 


1396. D — lygiašonio trikampio ABC pagrindo BC vidurio taš- 
kas, É — bet kuris kraštinės AC taškas. Įrodykite, kad 
||DB|- |DE||« ||AB| — |AE || | 

1397. Trikampio ABC kraštinės |AB|z*|BC]. Įrodykite, kad pu- 
siaukraštinė, nubrėžta iš viršūnės B, su trumpesniąja krašti- 
ne sudaro didesnį kampą negu su ilgesniąja kraštine. 

1398. Ar galima nubraižyti trikampį, kurio aukštinių ilgiai A; — 3, 
hp=2, h¿=4? 

1399. Įrodykite, kad tiesės, jungiančios bet kurią lygiagretainio 
viršūnę su kraštinių, išeinančių iš priešingos viršūnės, vi- 
durio taškais, lygiagretainio įstrižainę, jungiančią kitas dvi 
viršūnes, dalija į tris lygias dalis. 


$ 5. KETURKAMPIAI 


$ 4 nagrinėjome trikampių savybes. Šiame paragrafe kalbési- 
me apie daugiakampius, turinčius daugiau negu tris kraštines, — 
lygiagretainį, stačiakampį, rombą, kvadratą ir trapeciją. 

apibrėžimas. Keturkampis, kurio priešingosios krašti- 

nės viena kitai lygiagrečios, vadinamas lygiagretainiu (127 pav., a). 

Lygiagretainis turi šias savybes: 

1) O — jo simetrijos centras; 

2) [AB] = [CD], [AD] = [CB]; 

3) ZDAB- ZDCB, ZADC= ZABC; 

4) [DO] 2 [OB], [A0] = [OC]. 

Pateiksime du lygiagretainio poZymius. 

1. Keturkampis yra lygiagretainis tada ir tik tada, kai prie- 
šingosios jo kraštinės lygios. 

2. Keturkampis yra lygiagretainis tada ir tik tada, kai dvi 
priešingosios kraštinės lygios ir lygiagrečios. 


D C D C 
A B A B 
a) b) 
127 pav. 
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Spręsdami uždavinius, dažnai taikome lygiagretainio įstrižai- 
nių savybę: lygiagretainio įstrižainių ilgių kvadratų suma lygi 
visų jo kraštinių ilgių kvadratų sumai, t. y. 

¡4C|2+ |BD |? 22(|AD |? - | AB|?). 


Sia savybę jrodysime vėliau (Zr. XIII skyriaus $ 2 1 pavyzdį). 
Stačiakampis, rombas ir kvadratas taip pat yra lygiagretai- 
niai. 
2 apibrėžimas. Lygiagretainis, kurio visi kampai statūs, 
vadinamas stačiakampiu. 


Be minėtųjų lygiagretainio savybių, stačiakampis turi tik jam. 


būdingą savybę — jo įstrižainės yra lygios. ; 

3 apibrėžimas. Lygiagretainis, kurio visos kraštinės ly- 
gios, vadinamas rombu. 

Rombo įstrižainės viena kitai statmenos ir dalija jo kampus 
pusiau. 

4 apibrėžimas. Kvadratu vadinamas stačiakampis, kurio 
visos kraštinės lygios. 

Kadangi kvadratas kartu yra lygiagretainis, stačiakampis ir 
rombas, tai jam būdingos visos jų savybės. 

5 apibrėžimas. Keturkampis, kurio dvi kraštinės lygiagre- 
čios, o kitos dvi nelygiagrečios, vadinamas trapecija (127 pav., b). 

Lygiagrečios trapecijos kraštinės AB ir CD vadinamos pagrin- 
dais, o nelygiagrečios AD ir CB — šoninėmis kraštinėmis. Kai 
šoninės kraštinės yra lygios, trapecija vadinama lygiašone. 

Atkarpa EF, jungianti šoninių kraštinių vidurio taškus, vadi- 
mama trapecijos vidurine linija. Ji pasižymi šiomis savybėmis: 

1) yra lygiagreti pagrindams, 


2) |EF|= y (|AB|+|CD]). 


1 pavyzdys. Trikampio kraštinių ilgiai lygūs a, b, c. Ap- 
skaičiuokite pusiaukraštinės m, ilgį. 

Sprendimas. Trikampį ABC papildome iki lygiagretainio, 
nubrėždami [BD]| [AC] ir [4D]|| [86] (128 pav.). Kadangi O — 
atkarpos AB vidurio taškas, tai jis yra ir lygiagretainio įstrižai- 
nių susikirtimo taškas, todėl [CD] — lygiagretainio įstrižainė. Pri- 
taikysime lygiagretainio įstrižainių savybę: 

2a? -- 25? — |AB|? - |CD?, 
2a? 4- 2b? — c? 4- (2m,)?; 


m= E V 2a2--252— c2. 


2 pavyzdys. Viena lygiagretainio ABCD (129 pav.) jstri- 
žainė V 3 kartų ilgesnė už kitą, o perimetras lygus 4 cm. Taškas 
A,, simetriškas taškui A viršūnės C atžvilgiu, kartu yra simetriš- 
kas ir taškui B tiesės CD atžvilgiu. Apskaičiuokite lygiagretainio 
ABCD plotą. 
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D D 


dD 


128 pav. 129 pav. 


Sprendimas. Kadangi 41—Z.(A), tai |AC|=|4A,C|. Pagal 
divos A,=Scp(B), todėl [A4,B] L [CD] ir |A,E|=|EB|. Taigi 
[CE] — atkarpos A,B vidurio statmuo, todėl |A,C|=|CB|. Ka- 
dangi ¡AC|=14,Cl, tai |AC|= |CB|. = 

|AC| pažymėkime raide x. Tuomet |CB|=x, |DB|=x V 3, 
2|AB|+2x=4; iš čia |AB|=2—x. Pritaikę lygiagretainio įstrižai- 
nių savybę, gauname lygtį 


12+3x2=2 (12+ (2—x)?), 


iš kurios randame x=1, Vadinasi, |CB|=1 cm, |AB|=1 cm. To- 
dėl ABCD — rombas, o rombo plotas 
1 _V3 
= y |AC| - |[BD| ==" cm?. 


Atsakymas. VS cm. 

3 pavyzdys. Trapecijos (130 pav.) pagrindų ilgiai lygūs 
a ir b. Šoninėse kraštinėse pažymėti taškai M ir N. Tiesė M 
lygiagreti pagrindams ir dalija trapeciją į dvi lygiaplotes dalis. 
Apskaičiuokite atkarpos MN ilgį. - l , 

Sprendimas. |AB| pažymėkime raide a, |CD| — raide b, 
IMN|— raide x; hı — trapecijos ABNM aukštinė, hə — trapecijos 
MNCD aukštinė. Pritaikę trapecijos ploto formulę ir panaudoję 
duomenis, gauname lygtį 


3 (0+x)h= 
=} (bx) hy e (a- x) (b +x) ha. 


Kadangi trapecija padalyta į dvi A 


lygiaplotes dalis, tai pusė jos ploto 
lygi kurios nors dalies plotui, todėl 130 pav. 
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- 1 (a+b) (+ ho) = 4 (a+x)h. 


l 
2 
y (0+0) (m+) = (7-3) hi. 
Sudarome lygčių sistema 

| (a4- x) hj — (b-4- x) ho, 


> (a+b) (M+ho) = (a-4-x) fa. 


Kiekvienos lygties abi puses padalije iš h, ir 22 pažymėję rai- 
1 
de y, šią sistemą pakeičiame tokia: 


| (a+x) — (b--x)y, 
(a+b) (1+ y) 22(a4- x). 


a+ b2 
9 " 


Ją išsprendę, gauname x-Vy 
Atsakymas. ĮMN|- V HË. 


Pratimai 


1400. Lygiagretainio įstrižainių ilgiai lygūs 24 cm ir 28 cm, 
o kraštinių ilgių skirtumas lygus 8 cm. Apskaičiuokite ly- 
giagretainio kraštinių ilgius. 

1401. Lygiagretainio ilgesnė kraštinė lygi trumpesnei įstrižainei, 
kraštinių ilgių skirtumas 3 cm, o įstrižainių ilgių skirtumas 
2 cm. Raskite lygiagretainio kraštinių ir įstrižainių ilgius. 

1402. Lygiagretainio plotas 144 cm?, o aukštinių ilgiai 8 cm ir 
12 cm. Apskaičiuokite lygiagretainio perimetrą. 

1403. Trumpesnės lygiagretainio kraštinės ilgis lygus 13 cm, aukš- 
tinės, nuleistos į ilgesnę kraštinę, ilgis 12 cm, trumpesnės 
įstrižainės ilgis 15 cm. Apskaičiuokite lygiagretainio plotą. 

1404. Rombo perimetras lygus 20 cm, o vienos įstrižainės ilgis 
8 cm. Koks antrosios įstrižainės ilgis? 

1405. Rombo kraštinė yra jo įstrižainių geometrinis vidurkis. Ap- 
skaičiuokite rombo smailiojo kampo didumą. 

1406. Lygiagretainio kraštinių ilgiai 4 cm ir 7 cm. Į kokias atkar- 
pas lygiagretainio smailiojo kampo pusiaukampinė dalija 
ilgesniąją kraštinę? 

1407. Pažymėti keturi taškai, priklausantys atitinkamai keturioms 
lygiagretainio kraštinėms, ir lygiagretainio centras. Nubrai- 
žykite lygiagretainį. 

1408. Įrodykite, kad atstumų nuo bet kurio lygiagretainio taško 
iki tiesių, kuriose yra lygiagretainio kraštinės, suma yra 
pastovus dydis. 

1409. P in ii lygiagretainį, žinodami jo kraštinių vidurio 
aškus. 
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1410 


1411. 
1412. 


1413. 


1414. 


1415. 
1416. 


1417. 


1418. 


1419. 


1420. 


1421. 


1422. 


1423. 


1424. 


1425. 


. Įrodykite, kad stačiakampio kampų pusiaukampinių susikir- 
timo taškai yra kvadrato viršūnės. 

Įrodykite, kad bet kurio iškilojo keturkampio kraštinių vidu- 
rio taškai yra lygiagretainio viršūnės. 

Atkarpos, jungiančios dviejų priešingų keturkampio krašti- 
nių vidurio taškus, ilgis lygus pusei kitų dviejų kraštinių 
ilgių sumos. Įrodykite, kad tas keturkampis yra trapecija 
arba lygiagretainis. 

Lygiagretainio kraštinių ilgiai a ir b (a>b), smailiojo kam- 
po didumas a. Apskaičiuokite plotą keturkampio, kurį ribo- 
ja šio lygiagretainio kampų pusiaukampinės. 

Lentoje buvo nubraižytas lygiagretainis ABCD ir pažymėti 
jo kraštinių BC ir CD vidurio taškai E ir F. Nutrynus ly- 
giagretainį, liko tik taškai A, E ir F. Kaip, žinant šiuos taš- 
kus, atkurti brėžinį? 

Rombo perimetras yra 2p, o įstrižainių ilgių suma lygi m. 
Apskaičiuokite rombo plotą. 

Lygiašonės trapecijos mažesnis pagrindas lygus šoninei 
kraštinei, o įstrižainė statmena šoninei kraštinei. Raskite 
trapecijos kampų didumus. 

Lygiašonės trapecijos aukštinės ilgis lygus 10 cm, o įstri- 
žainės statmenos viena kitai. Apskaičiuokite vidurinės lini- 
jos ilgį. 

Įrodykite, kad bet kurio iškilojo keturkampio įstrižainių il- 
gių kvadratų suma du kartus didesnė už atkarpų, jungiančių 
priešingų kraštinių vidurio taškus, ilgių kvadratų sumą. 
Įrodykite, kad atkarpa, jungianti trapecijos įstrižainių vidu- 
rio taškus, yra lygiagreti pagrindams, o jos ilgis lygus pusei 
pagrindų ilgių skirtumo. 

Trapecijos viduje raskite tašką, kad atstumų nuo jo iki tie- 
sių, kuriose yra šios trapecijos kraštinės, suma būtų mažiau- 
sia. 

Tarkime, kad ABCD — trapecija, [BC] || [AD], E — atkarpos 
BC vidurio taškas, G — atkarpos DA vidurio taškas, P= 
=[BG]N[4£], Q=[£D]N [GC]. Įrodykite, kad [PQ] II [AD]. 
Apskaičiuokite lygiašonės trapecijos plotą, kai pagrindų il- 
giai lygūs 10 cm ir 26 cm, o įstrižainės statmenos šoninėms 
kraštinėms. 

Vieno trapecijos kampo didumas lygus 30“, o šoninių kraš- 
tinių tęsiniai susikerta stačiu kampu. Vidurinės linijos ilgis 
10 cm, o vieno pagrindo ilgis 8 cm. Raskite trumpesnės tra- 
pecijos šoninės kraštinės ilgį. 

Trapecijos pagrindų ilgiai lygūs 28 cm ir 16 cm, o šoninių 
kraštinių ilgiai 25 cm ir 17 cm. Apskaičiuokite trapecijos 
aukštinės ilgį. 

Lygiašonės trapecijos pagrindų ilgiai lygūs 12 cm ir 20 cm, 
MS viena kitai statmenos. Apskaičiuokite trapecijos 
plotą. 
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1426. Lygiašonės trapecijos aukštinės ir vidurinės linijos ilgių su- 
ma yra c, o trapecijos plotas — S. Raskite kampo, kurį su- 
daro įstrižainės, didumą. 


$ 6. PANASUMAS IR HOMOTETIJA 


1 apibrėžimas. Plokštumos transjormacija į ja pačią, 
kai bet kuriems taškams X ir Y priskiriami tokie taškai X, ir Y,, kad 
|XY,|=k|XY|, vadinama panašumo transformacija; skaičius 
k>0— panašumo koeficientas. 

2 apibrėžimas. Panašiomis figūromis vadinamos figūros, 
kurios panašumo transformacija pervedamos viena į kita. Žymi- 
me D-0.. 

Iš panašumo transformacijos savybių išplaukia išvada: pana- 
šiųjų trikampių atitinkamieji kampai yra lygūs, o atitinkamos 
kraštinės — proporcingos. 

Pateiksime tris trikampių panašumo požymius. 

1. Jei vieno trikampio trys kraštinės proporcingos kito trikam- 
pio trims kraštinėms, tai tokie trikampiai yra panašūs. 

2. Jei vieno trikampio dvi kraštinės proporcingos kito trikam- 
pio dviem kraštinėms ir kampai tarp tų kraštinių lygūs, tai tokie 
trikampiai yra panašūs. 

3. Jei vieno trikampio du kampai lygūs kito trikampio dviem 
kampams, tai tokie trikampiai yra panašūs. 

Kartais pravartu taikyti teoremą apie proporcingąsias atkarpas: 
lygiagrečios tiesės kampo kraštinėse nukerta proporcingas atkar- 

as. 
5 3 ap'brėžimas. Homotetija, kurios centras O ir koeficien- 
tas k0, vadinama plokštumos transformacija į ja pačią, kai bet 


kuriam taškui X priskiriamas toks taškas X,, kad OX, — kOX. Zy- 
mésime H6 (X) = Xi. 


Plokštumos tapačioji transformacija į ją pačią ir centrinė si- 
metrija yra tam tikri homotetijos atvejai: - 


HL =E, Hes = Zo. 
Kai k>0, taškai X ir X, yra vienoje tiesės OX pusėje nuo homo- 
tetijos centro O (131 ir 132 pav.), kai k<0 — skirtingose pusėse 


(133 pav.). 
1 pavyzdys. Įrodykite, kad 


Hbo Hh =H bh, 
Sprendimas. Sakykim, H5(X)—X;. Pagal apibrėžimą 
— Ž — > 
OX,—k,OX. Kadangi H& (X) — Xs, tai OXo— &OX,. Vadinasi, 
— > > 
OX2=k¿0X¡=Rok¡OX. 
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x 
x! 
x! 
Xx 
1 
O y y 0 e y 
k:2 "2 
131 pav. 132 pav. 


Ši lygybė reiškia, kad taškas X; gautas iš taško X homotetija, 
kurios centras O ir koeficientas kikọ. Lygybė įrodyta. 

2 pavyzdys. Tamsią naktį parašiutininkas nusileido į pel- 
kę (taške D). Prožektorių spinduliai a ir b bei jų susikirtimo taš- 
kas D iš taško C nematomi (134 pav.). Kuria kryptimi iš taško C 
turi išskristi sraigtasparnis paimti parašiutininko? 

„Sprendimas. Šį uždavinį matematiškai suformuluojame 
taip: reikia nubrėžti (CD), kai nežinomas tiesių a ir b susikirtimo 


X 


134 pav. 
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taškas D. Tiesése a ir b bet kur pažymėkime taškus A ir B (Aga, 
B&b) ir nubrėžkime atkarpas AC ir BC. Tarkime, kad taškas 
Aj,ea gautas iš taško A homotetija, kurios centras yra taške D, 
t. y. A, =H* (A). Brėžiame atkarpas AB ir A,B,||AB. Tuomet B,= 
=H} (B). Brėžiame [B,M]|| [BC] ir [A,N)|| [AC]. Sakykim, 
[AıN]N[BıM] 2 Ci. Iš homotetijos savybių išplaukia, kad C= 
=H% (C). Todėl kryptis CC, — ieškomoji. 

3 pavyzdys. Nubraižykite trikampį, žinodami jo aukštines 


ha, hy, he. 
Sprendimas. Anksčiau įrodėme (žr. § 4 2 pavyzdį), kad 
hs iim Lili, 
iš čia 
UT MM UR v 
a:b:c= E RS 


Jei nubraižytume trikampį, kurio kraštinės yra ha, hy, he, tai šio 
trikampio aukštinės A“, h;, h! tenkintų sąlygą 

T, di sha 

h hy: h ¿=p i m 2e 

Tai reiškia, kad ieškomasis trikampis panašus į trikampį, kurio 
kraštinės yra trikampio su kraštinėmis ha, hp, he aukštinės. Dabar 
aišku, kad šį uždavinį išspręsime, pritaikę panašumo metodą — iš 
pradžių nubraižydami trikampį, panašų į ieškomąjį. 

Braižome trikampį, kurio kraštinės yra ha, ho, Ac, ir surandame 
jo aukštines h,,h! , h; (šito trikampio brėžinio čia nepateikiame). 
Po to braižome trikampį ABC", kurio kraštinės lygios aukštinėms 
4, iy, h; (135 pay). 

Nubrėžiame aukštinę A. Aišku, ji nebus lygi ha. Spindulyje DC’ 
atidedame atkarpą DE, kurios ilgis lygus ha, ir nubrėžiame (EA) |I 
| (BA') iki jos susikirtimo su (BC') taške A. Toliau brėžiame 
[AC] || [A'C^]. Gauname ieškomąjį trikampį ABC. 
| 4 pavyzdys. [rodykite, kad trikampio kampo pusiaukampinė 

dalija priešingą kraštinę į 
E A dalis, proporcingas kitoms 
dviem kraštinėms. 

Sprendimas. Tarki- 
kime, kad [BD] — AABC 
pusiaukampine (136 pav.). 
Turime įrodyti, jog |AD|: 
: IDC| 5 |AB| : |BC|. Per taš- 
ka C nubrėžiame tiesę /, ly- 
giagrečią (BD). Pažymėki- 
me E = IN(4B). Kadangi 


E A 
B N 
P 
A D C C M 
136 pav. 137 pav. 


= Z BCE, o ZABD- Z DBC, tai Z BEC= Z BCE. Todėl ABCE — 
lygiašonis ir |BE| = |BC|. Taikydami teoremą apie proporcingąsias 
atkarpas, gauname |AB| : |BE| 2 |AD! : |DC| arba|AD|: |DC|= 
=|AB|: |BC]. 

5 pavyzdys. Trikampio ABC pusiaukampinės AM ir CN 

AN — 

susikerta taške O. Įrodykite, kad ACB= 5, kai |A0|= V 3|MO], 
¡NO|=(V3-1)|CO!. 

Sprendimas. |AB| pažymėkime raide c, |AC| — raide b, 


|CB| —raide a (137 pav.). Remdamiesi kampo pusiaukampinės 
savybe, iš trikampių ACM ir ACN turime: 


|40| —14C| ,. ICOI „|AC| 
¡OM|  |CMI| ĮON|  |AN| * 
f . |40| =: 1C0] 1 tai 14CI Zip lA4CI 
—= e 1 = x 
Kadangi JOM] V3 ir joya: Ri Ten V3 ir AN] 


. Iš šių lygybių gauname: 
[CM|= >> ir AN] - 5 (Y 3— 1). 


Kadangi [AM] ir [CN] yra AABC pusiaukampines, tai 
ĮCM| |AC| .. |AN| IACI 
|MB| |AB| " ]NB| ICB] * 


Iš šių dviejų lygybiu sudarome sistemą 


( IS 

mE > 

i 3 la yg E s V3a—b, z 

| B(V3-1) _ b a(V3-1)=c—b(1 3-1). 
(c-b(V3—1) G 


Į antrąją lygtį įrašę c= V 3a— b bei pertvarkę, turime a=b V 3. 
Tuomet c=2b ir a?+b?=3b2?+b2?=4b?=¢?. Ši lygybė reiškia, kad 
AABC — statusis. 
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Priminsime dar du teiginius 
apie panašiųjų daugiakampių 


Q 
AS perimetrus ir plotus. 

K 1. PanaSiyjy daugiakampių 
ELA KN F perimetrų santykis lygus tų 
/S SUN daugiakampiy atitinkamy kras- 

P N 


tinių ilgių santykiui. 
138 pav. 


2. PanaSiyjy daugiakampių 
plotų santykis lygus tų daugia- 
C kampių atitinkamų kraštinių 

ilgių kvadratų santykiui. 

6 pavyzdys. Per tašką 

D > M trikampio ABC viduje nub- 

rėžtos trys tiesės, lygiagrečios jo kraštinėms. Trijų gautų trikam- 

Ei (138 pav.) plotai lygūs Sı, Sə ir S. Raskite trikampio ABC 
otą. 

Sprendimas. Trikampiai EKM, MOF ir PMN yra panašūs 


į trikampį ABC. Sakykim, S — AABC plotas. Tuomet STD ; 
Sa |MF]|? S PN|2 NOE S 
Scr: s'y Iš čia [EMI- V Ẹ JACI, |MFi- 

S. — 
= V s IACI, ¡PN|= V Y |AC|. Kadangi |[EM|-IAPI, |MF|= 


ĮEM|+|PN|+|MF|= |AP|+|PN|+|NC|=|AC|. 
Antra vertus, 
(EM|+|PN|+|MF|=lAC (V $ +V $ - V 8), 
todėl 


i YS VS, VS 
|AC|= IAC| (+ rg). 
Iš čia 


S= (VS + V S¿+ V S3)? 


Pratimai 


1427. Apibūdinkite dviejų homotetijų, turinčių skirtingus centrus, 

kompoziciją, kai: 1) £14ky 2) &i L. 
2 

1428. Įrodykite, kad posūkio ir homotetijos, kurių centras tas pats, 
kompozicija nepriklauso nuo jų atlikimo tvarkos. 

1429. Nubraižykite trikampį, gautą iš trikampio ABC transiorma- 
cija: 
1) Si Hg*; 2) RS" - He. 
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1430. 


1431. 


1432. 


1433. 


1434. 


1435. 


1436. 


1437. 


1438. 


1439. 


1440. 


1441. 


1442. 


1443. 


1444. 


Dviejų apskritimų, kurių spinduliai yra r, ir ro, centrai vie- 
nas nuo kito nutolę atstumu /. Kokiu atstumu nuo ju turi 
būti šių apskritimų homotetijos centras? 

Homotetiją apibrėžia centras O ir atitinkamų taškų M ir M, 
pora, M,= Ho(M). Raskite tašką, gautą iš P homotetija, 
kai: 1) taškai M ir M, yra vienoje pusėje nuo centro O ir 
P&€(OM); 2) taškai M ir M, yra skirtingose pusėse nuo 
centro O ir P£(OM); 3) taškas PE (0M). 

Plokštumos homotetiją apibrėžia centras O(0; 0) ir koefi- 
cientas R=2. Raskite tiesės x+2y=4 vaizdą, gautą šia ho- 
motetija. 

Erdvės homotetiją apibrėžia centras O(0; 0; 0) ir koeficien- 


tas k=— i. Raskite šia homotetija gautus tokių figūrų 


vaizdus: 1) taško M(—2; —6; 4); 2) plokštumos x—2y+ 
+52—4=0; 3) sferos x2+ y?+22=16. 

Nubraižykite dviejų skirtingo spindulio apskritimų bendrą 
liestinę. Išnagrinėkite įvairias apskritimų tarpusavio padėtis. 
Per lygiagretainio ABCD įstrižainių susikirtimo tašką nu- 
brėžta tiesė, statmena kraštinei BC ir kertanti ją taške M. 
Kraštinės CD tęsinį ši tiesė kerta taške N. Raskite |CM|, 
kai |CD|=a, |BC|=b ir |CN|=c. 

Trapecijos ABCD šoninės kraštinės AB ir CD pratęstos iki 
jų susikirtimo taške E. Apskaičiuokite |BE|, kai |BC|=2 cm, 
¡AD|=6 cm, |AB|= 3 cm. 

Du trikampiai turi po lygy kampa, kuris pirmame trikampyje 
vra tarp 18 cm ir 39 cm ilgio kraštinių, o antrame — tarp 
52 cm ir 12 cm ilgio kraštinių. Kam lygus trikampių plotų 
santykis? 

Trapecijos ABCD įstrižainės AC ir BD susikerta taške O. 
Įrodykite, kad |0A|-|OD|=|BO|-|OC|. 

Dvi tiesės, lygiagrečios trikampio pagrindui, dalija trikam- 
pi į tris dalis, kurių plotų santykis 4:21:56 (skaičiuojant 
nuo viršūnės). Kokiu santykiu tiesės dalija trikampio šoni- 
nes kraštines? 

Per lygiagretainio ABCD viršūnę A nubrėžta tiesė, įstrižai- 
nę BD kertanti taške E, o tieses BC ir CD — atitinkamai 
taškuose F ir D. Įrodykite, kad |AE|2= |EF|-|FG|. 
Lvgiagretainio ABCD kraštinės CB vidurio taškas yra M, o 
kraštinės CD — taškas N. Įrodykite, kad tiesės AM ir AN 
dalija įstrižainę BD į tris lygias dalis. 

Trapecijos ABCD kraštinė AD||BC, |AD|=a, |BC|=b, 0 — 
įstrižainių susikirtimo taškas. Apskaičiuokite trapecijos ir tri- 
kampio AOD plotų santykį. 

Trapecijos šoninių kraštinių ilgiai lygūs 25 ir 40. Įstrižainė, 
kurios ilgis 30, dalija trapeciją į panašiuosius trikampius. 
Apskaičiuokite trapecijos pagrindų ilgius. 

Tiesė, einanti per trikampio stačiojo kampo viršūnę, su ma- 
žesniuoju statiniu sudaro 30? kampą ir įžambinę kerta taške, 
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kuris ją dalija santykiu 1:2. Mažesniojo statinio ilgis ly- 
gus V 3. Raskite įžambinės ilgį. 

1445. Dviejų trikampio kraštinių ilgiai a ir b, o kampo tarp jų 
didumas lygus 120°. Apskaičiuokite šio trikampio kampo pu- 
siaukampinės ilgį. 

1446. Skritulyje, kurio spindulys 5, nubrėžtos dvi viena kitai stat- 
menos stygos AB ir CD. Du šio skritulio skersmenys, einan- 
tys per stygos AB galus, dalija stygą CD į tris lygias dalis, 
ir |AB|=8. Apskaičiuokite |CD|. 

1447. Per trikampio ABC pagrindo AC tašką M nubrėžtos tiesės 
MN ir MP, lygiagrečios trikampio kraštinėms. Šių tiesių ir 
kraštinių susikirtimo taškai N ir P sujungti tiesės atkarpa. 
Trikampių ANM ir MPC plotai lygūs S, ir Sz. Raskite tri- 
kampio NBP plotą. 

1448. Įrodykite, kad trikampio kampo pusiaukampinės ilgio kvad- 
ratas lygus šį kampą sudarančių kraštinių ilgių sandaugos 
ir pagrindo atkarpų ilgių sandaugos skirtumui. 


§ 7. METRINĖS TRIKAMPIO ELEMENTŲ PRIKLAUSOMYBES. 
PITAGORO TEOREMA 


Sakykim, duotas statusis trikampis ABC (139 pav.), iš kurio 
viršūnės C nuleista aukštinė CD. |AC| pažymėkime raide b, |CB|— 
a, |AB| — c, |CD| — h, |AD| —b, ir |DB| — as. 

Yra trys panašiųjų trikampių poros: 

1) AACD— AACB, nes jie turi po statų kampą ir bendrą 


kampą A; . 
2) ACDB — AACB, nes jie turi po statų kampą ir bendrą 
kamp 


B; 
3)" AACD = ACDB, nes jie turi po statų kampą ir 4CAD= 
= ZDCB kaip kampai su atitinkamai statmenomis kraštinėmis. 
Atitinkamos panašiųjų trikampių kraštinės yra proporcingos. 
Todėl iš šių trikampių panašumo išplaukia tokie sąryšiai: 


1) |AC|:|AB|=|AD|:|AC|, arba b:c—b.:b; 
2) „BC|:|AB|=|DB|:|BC|, arba a:c—a.:a; 
3) |CD|:|AD|= |DB|:|CD|, arba h: b¿=a.:h 
Juos galima parašyti taip: 1) b?—c- be; 2) aj—c.a,; 3) k= 
= Qe * Uc. 
C Apibrėžimas. Atkarpa, ku- 


rios ilgis x, vadinama atkarpų, ku- 
rių ilgiai m ir n, vidurine propor- 
cinggja (arba atkarpų, kurių ilgiai 
m ir n, geometriniu vidurkiu), kai 
m:x=x:n, arba x?—mn. 


4 D B 
139 pav. 


Taigi gautus sąryšius galima api- 
būdinti taip: 
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| | 


1) stačiojo trikampio statinis yra įžambinės ir to statinio pro- 
jekcijos įžambinėje geometrinis vidurkis; 
2) stačiojo trikampio aukštinė, nubrėžta iš stačiojo kampo vir- 
šūnės, yra statinių projekcijų įžambinėje geometrinis vidurkis. 
Sudėję lygybes b?=cC-+ b. ir @?=c - ae, gauname: 
a?--b?— c(a.-- b.) c: cc. 


Tai garsioji Pitagoro teorema, teigianti, kad stačiojo trikampio 
įžambinės ilgio kvadratas lygus statinių ilgių kvadratų sumai. 
Teisinga ir atvirkštinė teorema: jei c2=02+b?, tai trikampis, 
kurio kraštinės a, b ir c, yra statusis. 
1 pavyzdys. Duotos atkarpos, kurių ilgiai m ir n. Nubrai- 


žykite atkarpą, kurios ilgis V mn. 


Sprendimas. V mn pazymékime raide x. Tuomet x2= mn. 

Vadinasi, ieškomoji atkarpa yra duotųjų atkarpų geometrinis 
vidurkis. Prisiminę sąryšį h?—a.- be, suvokiame, kad ieškomoji at- 
karpa turi būti stačiojo trikampio aukštinė, o to trikampio statinių 
projekcijos įžambinėje — lygios m ir n. 

Vienoje tiesėje atidedame atkarpas, kurių ilgiai m ir n (140 
pav.), ir, atkarpą AB laikydami skersmeniu, brėžiame apskritimą. 
Iš taško D brėžiame statmenį iki jo susikirtimo su apskritimo 
lanku taške C. Atkarpa CD — ieškomoji. Iš tikrųjų, AACB yra 
statusis, nes kampas ACB remiasi į apskritimo skersmenį. Todėl 
|[CD|2=mn, |CD|= VV mn. 

2 pavyzdys. Iš trikampio ABC stačiojo kampo viršūnės C 
nubrėžta aukštinė CD. Taškas D nutolęs nuo statinio AC atstumu 
m, o nuo statinio BC — atstumu n (141 pav.). Apskaičiuokite sta- 
tinių ilgius. 

S P rendimas. Iš sąlygos aišku, kad [B,D] | [AC] ir [4,D] || 


| [BC Todėl B,DA,C — stačiakampis ir  |B,C|=|DA,|=m, 
BBA Kadangi [DA,] — stačiojo trikampio CDA aukš- 
inė, tai k 
|DA,|2= |CA,|-|A,A|. y 
B 
C 
B, D, 
A m D n B C A „A 
140 pav. 141 oav. 
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142 pav. 


|AC| pažymėję raide x, a Med — x—n, iš šios lygybės gauname 
2 
m?-n(x—n); iš čia x= . Analogiškai |BC|= cum : 


n ils. ; Tos 


Atsakymas. 


3 pavyzdys. Nuopjovos auk&tiné lygi pusei skritulio spin- 
dulio R. Styga, nubrėžta per nuopjovos pagrindo vidurį ir suda- 
ranti su pagrindu 60° kampą, dalija nuopjovą į dvi dalis. Raskite 
apskritimo, įbrėžto į mažesniąją sar dh dalį, spindulį. 

Sprendimas. Tarkime, kad [CG] — styga, sudaranti su 
pagrindu AB 60? kampą, O — skritulio centras, O, — įbrėžtinio 
apskritimo centras, [0,D] ir [(O;£] — statmenys, nubrėžti į (OC) 
ir (AB) (142 pav.). |O;E| pažymėkime raide r. Tuomet |00,|= 
—R-—r. Kadangi apskritimas įbrėžtas į kampą GCB, tai apskriti- 

N 
mo centras turi būti to kampo pusiaukampinėje, todėl O,CE=30". 
Iš trikampio O,CE gauname, kad CE! = ctg 30°; iš čia |CE|= 
=|O,D|=rctg30*= V3r. Trikampiui ODO, taikome Pitagoro 
teoremą: |OD|?+|DO,|?=/00,|?, t. y. ($ z] + (V 3 r)2=(R— 


—r)?. Pertvarkę šį reiškinį, gauname r= SQ 3-1. 


Pratimai 


1449. Stačiojo trikampio statiniai sutinka kaip 3:2, o aukštinė 


dalija įžambinę į atkarpas, kurių viena 2 m ilgesnė už kitą.. 


Apskaičiuokite įžambinės ilgį. 

1450. Stačiojo trikampio aukštinė, kurios ilgis 4 cm, nubrėžta į 
įžambinę ir dalija ją į dvi atkarpas. Šių atkarpų ilgių skir- 
tumas lygus 6 cm. Raskite trikampio statinių ilgius. 

1451. Žinodami dydžius a, b, c, nubrėžkite atkarpą, kurios ilgis 
lygus: 


1) ay 3; | 2)y abc; 3) V àà—ab- b. 
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1452. Statmuo, nuleistas=iš apskritimo taško į skersmenį, dalija 
jį į atkarpas, kurių ilgių skirtumas lygus 18 cm. Statmens 
ilgis 12 cm. Apskaičiuokite skersmens ilgį. 

1453. Dvi lygiagrečias apskritimo liestines kerta trečioji liestinė. 
Įrodykite, kad apskritimo spindulys yra trečiosios liestinės 
atkarpų geometrinis vidurkis. 

1454. Jei du skrituliai liečiasi iš išorės, tai jų bendros išorinės lies- 
tinės atkarpa, apribota lietimosi taškų, yra skritulių skers- 
menų geometrinis vidurkis. Įrodykite. 

1455. Stačiojo trikampio statinių projekcijos įžambinėje lygios p 
ir g. Apskaičiuokite trikampio plotą. 

1456. Jei į statųjį trikampį ABC įbrėžtume kvadratą DEFG, kurio 
kraštinė DE būtų įžambinėje BC, tai toji kraštinė būtų įžam- 
binės atkarpų BD ir EC geometrinis vidurkis (įžambinės 
taškai sužymėti tokia eile: B, D, E, C). Įrodykite. 

1457. Atkarpa padalykite į dvi dalis, kurių ilgesnioji būtų visos 
atkarpos ir trumpesniosios jos dalies geometrinis vidurkis. 

1458. Įrodykite, kad bet kurio trikampio kraštinės, esančios prieš 
smailųjį kampą, kvadratas lygus kitų dviejų kraštinių kvad- 
ratų sumai minus dviguba sandaug'a kurios nors kraštinės 
ir jos atkarpos nuo smailiojo kampo viršūnės iki aukštinės. 

1459. Įrodykite, kad bukojo trikampio kraštinės, esančios prieš bu- : 
kąjį kampą, kvadratas lygus kitų dviejų kraštinių kvadratų 
sumai plius dviguba sandauga kurios nors kraštinės ir jos 
tęsinio atkarpos nuo bukojo kampo viršūnės iki aukštinės. 

1460. Trikampio ABC viršūnė A sujungta su kraštinės BC arba 
jos tęsinio tašku M. Remdamiesi 1458 ir 1459 pratimų rezul- 
tatais, įrodykite, kad: 


1) |AB|? - |CM| |ACI? - |BM|=(]AM|?+ |BM] - |CM]) - [BC], 
kai taškas M yra kraštinėje BC; 

2) |AC|2- |BM| - |AB|? - |CM| - (JAM? — |BM|.|CM|)-|BC), 
kai taškas M yra kraštinės BC tęsinyje. 


$ 8. PROPORCINGOSIOS SKRITULIO LINIJOS 


Įrodysime dvi teoremas, kurios dažnai taikomos, sprendžiant 
uždavinius. Pirmoji jų vadinama teorema apie susikertančias sty- 
gas. 

1 teorema. Jei per tašką M skritulio viduje nubrėžtos dvi 
stygos AB ir CD (143 pav.), tai . 


|AM|-|MB| — |CM|:|MD]. 
Kadangi įbrėžtiniai kampai ACD ir ABD remiasi į ta patį lan- 
ka AD, jie yra vienodo didumo. Analogiškai Z CAB= Z CDB. Tri- 


kampiai ACM ir MBD panašūs, nes turi po du lygius kampus. 
Todėl |CM|:|MB|=|AM|:|MD]|; iš čia |JAMI-| MB| 2 |CM|:| MD]. 
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Antroji teorema vadinama teorema 
apie liestinę ir kirstinę. 

2 teorema. Tarkime, kad iš 
taško M nubrėžtos apskritimo liestinė 
MA ir kirstinė MB, kertanti apskriti- 
mą taškuose B ir C (144 pav.). Tuo- 


met : 
|MA? « |MB|.|MC|. 


af ^x 

BAM —ACB, nes abu kampai re- 
miasi j ta patj lanka AB. Trikampiai 
MAB ir MAC turi po du lygius kam- 

143 pav. pus (nes kampas AMB yra bendras), 
todėl jie panašūs. Iš to išplaukia, kad 
[MA|:¡MC|=|MB|:|MA]. Iš čia |MA|?= |MB|-|MC|. 

1 pavyzdys. Du apskritimai liečiasi iš vidaus taške Q (145 
pav.). Tiesė, einanti per mažesniojo apskritimo centrą O,, kerta 
didesnįjį apskritimą taškuose A ir D, o mažesnįjį — taškuose B 
ir C. Raskite apskritimų spindulių santykį, kai |4B|:|BC|:|CD|= 
=2:4:3. 

Sprendimas. Tarkime, kad r ir R — atitinkamai mažesniojo 
ir didesniojo apskritimo spinduliai. Tuomet |BC|=2r. Iš propor- 


cijos |AB| : 2r : |CD|=2:4:3 gauname, kad |AB|=r, |CD|= 5 r. 
Nubrėžkime skersmenį PQ. Kadangi Q — bendras lietimosi taškas, 


tai skersmenys PQ ir 0,0 yra statmeni tai pačiai liestinei. Todėl 
skersmuo PQ eis per tašką O;. Pritaikome teoremą apie susiker- 


tančias stygas: 
|[0,8|-|PO,|=|0,D|-|0,A|. 


Kadangi |0,0|=r, |PO,|=2R-r, |O,D|=|0,C|+|CD|=r+ 
tir $^ |0,A|=r+r=2r, tai r-(2R—r)= 2 r:2r; 2R—r— 
—5r; iš čia 2R=67, È =3. 


M 


144 pav. 
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145 pav. 146 pav. 


2 pavyzdys. Du apskritimai (146 pav.), kurių spinduliai 
lygūs 5 cm ir 4 cm, liečia vienas kitą iš išorės. Tiesė, liečianti ma- 
žesnįjį apskritimą taške A, didesnįjį kerta taškuose B ir C taip, 
kad |AB|=|BC|. Apskaičiuokite |AC|. 

Sprendimas. Nubrėžiame bendrą apskritimų liestinę AE ir 
tiesę ODIAE. Tuomet |O;D| 2 |O;E| — |O;A| 25 cm--4 cm=1 cm. 
Trikampis O;0;D — statusis, todėl |O;D|— V |0,0;|2—|0,D|2= 
= V 9—1? cm= y 80 cm. Bet |AE|=|0;D|, vadinasi, |AE|= 
=V 80 cm. Pritaikome teoremą apie liestine ir kirstinę: 

|AE|2=|AB|-|AC|. 


Kadangi |AB|= |BC|; tai |AC|=2|4B|. Todėl gauname lygtį 
80—2|AB]?; iš čia |AB|= V 40 cm ir |AC|—2| 40 cm. 

3 pavyzdys. Per trikampio, kurio kraštinių ilgiai yra a, 
b, c, pusiaukraštinių susikirtimo tašką ir apie jį apibrėžto apskri- 
timo centrą nubrėžta tiesė. Ši tiesė statmena kraštinės, kurios il- 
gis c, pusiaukraštinei. Įrodykite, kad a2462= 262, 

rendimas. Tarkime, kad ABC — duotasis trikampis 

(147 pav.), |4AB|=c, |AC|=b6, |BC|=a, M — pusiaukraštinių su- 
sikirtimo taškas, |CN|=m. Tuomet |AN|= |NB| — 7-. Remdamiesi 
teorema apie susikertančias stygas, B 
gauname: 


|PN| - |NC|=|AN|- [NB], 


c? 


IPN|-m- 5. 


Iš sąlygos [OM] 1 [NC] aišku, kad 
M —stygos PC vidurio taškas, todėl 
ĮPN|=|PC, —|NC|=2|CM|- |NC|. Ka- 
dangi M — pusiaukraštinių susikirtimo 


taškas, tai |CMj —2 m. Tuomet |PN|= 


147 pav. 
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m 


- "Iš lygybė |PN|- m= auname 7 . m— Š., to- 
=> m—m= >. Iš lygybės =7 E 3 A 


Įrašę 


T. Jau žinome (žr. šio skyriaus $ 5 1 pavyzdį), kad 


m= 5 (2a? 4-20? — c?). 
302 : 
šią m? išraišką į lygybę m= 7, gauname: 


+ — (2a 2b — c?) <= 2924-252 — c — 3c? => a?4 b? —2c?. 


Pratimai 


1461.. 
1462. 


1463. 


1464. 


1465. 


1466. 
1467. 
1468. 


1469. 


Iš taško, esančio šalia skritulio, nubrėžta liestinė, kurios il- 
gis lygus a, ir kirstinė. Kirstinés išorinės ir vidinės dalies 
santykis lygus m:n. Raskite kirstinės ilgį. ws 
Nubrėžtos dvi susikertančios skritulio stygos. Susikirtimo 
taškas vieną jų dalija į 8 cm ir 2 cm ilgio atkarpas, o ki- 
tą — pusiau. Apskaičiuokite antrosios stygos ilgį. S 
Iš taško, esančio šalia apskritimo, nubrėžtos dvi kirstinės, 
kurių ilgiai 36 cm ir 30 cm. Antrosios kirstinės išorinės da- 
lies ilgis 19,2 cm. Apskaičiuokite pirmosios kirstinės išori- 
nės dalies ilgį. E 
Iš taško, nutolusio nuo apskritimo centro 13 cm, nubrėžta 
kirstinė, kurią apskritimas dalija pusiau. Apskritimo spin- 
dulys lygus 5 cm. Koks kirstinės ilgis? KE 
Apskritimo spindulys lygus r. Iš taško M nubrėžta kirsti- 
nė MB, einanti per apskritimo centrą, ir liestinė MA, be to, 
|MB|=2|MA|. Kokiu atstumu nuo apskritimo centro yra 
taškas M? 
Iš taško A nubrėžtos dvi tiesės, liečiančios apskritimą, kurio 
spindulys R, taškuose B ir C. Raskite taisyklingojo trikam- 
pio ABC plotą. ao B 
Apskaičiuokite trikampio plotą, kai žinomi dviejų jo krašti- 
nių ilgiai a ir b bei kampo tarp šių kraštinių pusiaukampi- 
nės ilgis I. l A 
Apskritimas, įbrėžtas į trikampį ABC, dalija pusiaukraštinę 
BM į tris lygias atkarpas. Raskite trikampio ABC kraštinių 
ilgių santykį. NN 

Du apskritimai, kurių spinduliai R ir r (Rr), iš vidaus 
liečia vienas kitą taške A. Per tašką B, pažymėtą didesnia- 


' me apskritime, nubrėžta tiesė, kuri mažesnį apskritimą liečia 
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taške C. Apskaičiuokite |AB|, kai |BC|=a. 


$ 9. ĮBRĖŽTINIAI IR APIBREZTINIAI DAUGIAKAMPIAI 


1 apibrėžimas. Apskritimas, kuris liečia visas daugia- 
kampio kraštines, vadinamas įbrėžtu į šį daugiakampį. Arba dar 
sakoma, kad daugiakampis apibrėžtas apie apskritimą. 

2 apibrėžimas. Apskritimas, kuriam priklauso visos dau- 
giakampio viršūnės, vadinamas apibrėžtu apie šį daugiakampį. 
Arba dar sakoma, kad daugiakampis įbrėžtas į apskritimą. 

Į kiekvieną trikampį galima įbrėžti tik vieną apskritimą ir apie 
kiekvieną trikampį galima apibrėžti tik vieną apskritimą. 

Į trikampį įbrėžto apskritimo centras yra to trikampio pusiau- 
kampinių susikirtimo taškas. Šio apskritimo spindulys r apskai- 
čiuojamas pagal formulę 

r=-; 
P 
S —trikampio plotas, p — jo pusperimetris (Zr. šio paragrafo 
2 pavyzdį). 

Apie trikampį apibrėžto apskritimo centras yra trikampio kraš- 
tinių vidurio statmenų susikirtimo taškas. ; 

Uždavinį — apibrėžkite apie trikampį ABC apskritimą — gali- 
ma formuluoti ir kitaip, būtent: nubrėžkite apskritimą, kai duoti 
trys jo taškai A, B, C. 

Apie trikampį apibrėžto apskritimo spindulys apskaičiuojamas 
pagal formulę 


abc 
R=% 


čia a, b, c —trikampio kraštinių ilgiai, S — jo plotas (žr. $ 10 
1 pavyzdį). 

Į keturkampį įbrėžti apskritimą ir apie keturkampį apibrėžti 
apskritimą galima tokiomis sąlygomis: 

1. Į keturkampį įbrėžti apskritimą galima tada ir tik tada, kai 
jo priešingų kraštinių ilgių sumos yra lygios. 

2. Apie keturkampį apibrėžti apskritimą galima tada ir tik ta- 
da, kai jo priešingų kampų didumų suma lygi 180“. 

Iš antrojo teiginio aišku, kad apskritimą galima apibrėžti apie 
bet kurį stačiakampį, o apie trapeciją tik tada, kai ji yra lygia- 
šonė. 

3 apibrėžimas. Daugiakampis vadinamas taisyklinguoju, 
kai jo kraštinės ir kampai yra lygūs. 

Paprasčiausi taisyklingųjų daugiakampių pavyzdžiai — lygia- 
kraštis trikampis ir kvadratas. 

Taisyklingiesiems daugiakampiams teisingas toks teiginys: apie 
kiekvieną taisyklingąjį daugiakampį galima apibrėžti apskritimą, 
į kiekvieną taisyklingąjį daugiakampį galima įbrėžti apskritimą, 
be to, įbrėžtinio ir apibrėžtinio apskritimų centrai sutampa. 

Lygiakraščio trikampio kraštinės ilgis a. Rasime į šį trikampį 
įbrėžto ir apie jį apibrėžto apskritimo spindulį (148 pav.). Abiejų 
šių apskritimų centrai sutampa ir yra aukštinių, kartu pusiau- 
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kraštinių ir pusiaukampinių susikirtimo 


taškas. Aišku, kad r = 4 |BDJ, R= 


2, . 2 
=3 BD|. Kadangi |BD|= Y æ- T= 
E34] ; aV3 _aV3 
TA 4 sE 3 


Priminsime, kad taisyklingojo šešia- 
kampio, įbrėžto į apskritimą, kurio spin- 
dulys R, kraštinės ilgis irgi lygus R. 

1 pavyzdys. Nubrėžkite apskri- 

148 pav. timą, kuris eitų per taškus A, B ir liestų 
tiesę 4, kai (AB) I. 

Sprendimas. Duoti taškai A, B ir tiese / (149 pav.). C= 
= (AB)f I, D — lietimosi taškas. Tuomet |CD|?— |AC| - |BC|, arba 
|ĮCD|= V|AC|-|BC|. Jau mokame nubrėžti atkarpą CD, kai duo- 
tos atkarpos AC ir BC (žr. šio skyriaus $ 7 1 pavyzdį). Žinodami 
ICD|, rasime tašką D. Taigi turime nubrėžti apskritimą, žinodami 
tris jo taškus A, B, D. Tokį uždavinį spręsti mokame. E 

2 pavyzdys. Įrodykite, kad į trikampi įbrėžto apskritimo 
spindulys r= CE 

„Sprendimas. Į trikampį ABC įbrėžiame apskritimą, kurio 
centras yra taške O (150 pav.). Pažymėkime |OF|=r, |BC|=a, 
|ĮAC|=6 ir |AB|=c. 

a+b+c 


rb | fQ 4, Te 
Saanc — S aaoc +S acos t Saaon— 5 t5 T 5 mp a A 


PAS S 
Taigi r= —. 

3 pavyzdys. Į lygiašonį trikampį ABC, kurio |AB|=|BC| = 
=a, įbrėžtas apskritimas. Raskite jo spindulį, kai žinomas aukšti- 
nės BD ilgis A. 


149 pav. 150 pav: 


Sprendimas. Sakykim, O — įbrėžtinio apskritimo centras 
(151 pav.). Kadangi trikampis lygiašonis, tai aukštinė BD kartu 
yra ir pusiaukampinė, todėl Os [BD]. Lietimosi tašką pažymėkime 
raide E, įbrėžtinio apskritimo spindulį — raide r. Tuomet [OE] L 
1 [BC], [OE|=|OD|=r. Statieji trikampiai CDB ir OEB yra pa- 
našūs, nes turi bendrą smailųjį kampą DBC. Todėl |0B|: |BC|= 
=|OE' : |DC|. Antra vertus, |OB| —h—r, o |DC|= Y a?—h?. Jra- 
Se šias išraiškas į proporciją, gauname: i 

h-r | r 
a yak’ 


Išsprendę šią lygtį kintamojo r atžvilgiu, turime: 
AS. V ain 
a+ Van" 

4 pavyzdys. Apskritimo, įbrėžto į statųjį trikampį ABC, 
centras nutolęs nuo viršūnių A ir B atitinkamai atstumu y 5 ir 
V 10 (152 pav.). Kam lygus to apskritimo spindulys? | 

Sprendimas. Duota |40|= V5 ir |BO|— V 10. Pažymė- 

; N 
kime |OK|=r, CAB=2a, tuomet CBK-90^—2a. Iš stačiųjų tri- 
kampiu AOK ir OKB gauname: 


iš čia 

r= V 5sina ir r= V 10 sit (45?— a). 
Sulygine šių reiškinių dešiniąsias puses, gauname trigonometrinę 
lygtį V5sin a= V 10 sin(45^— a), kurią išsprendę, sužinome, kad 
tga= 7. Pritaikę formule 


: te? a 
sin? a= — 
l+tg?a ’ 


apskaičiuojame, kad sin? a= 


= 5: i == 5. m = 

V5sina= V5 B E 

Atsakymas. r=1. 
_ 9 pavyzdys. Apie apskritimą apibrėžta lygiašonė trapeci- 
ja. Keturkampio, kurio viršūnės yra lietimosi taškuose, plotas su- 
daro + trapecijos ploto. Koks trapecijos pagrindų santykis? 

Sprendimas. Tarkime, kad O — įbrėžtinio apskritimo cent- 
ras, K, L, M, N — lietimosi taškai (153 pav.). 

Sasco= 4 |LN|-(|AB|+|CD|) =|LN] -(|LB|+|CN|). 


Skin y |LN|- |KM|=|LN| + [ME]. 


5 ; : 
Ža L. Tuomet sin — ir r= 


1 
4" V5 


Taigi Sxumn : Sagcp— |ME| :(|LB| + |CN |). Dabar aišku, kurių 
atkarpų ilgius reikia apskaičiuoti. Pažymėkime |OM|= |ON|= 


N 
=|OL|=R, NCO=a. Kampai NCB ir LOM turi atitinkamai stat- 


menas kraštines, todėl jie lygūs. Vadinasi, LOM=2a, LO Big, 
Tuomet iš AEOM |EM|=Rsin2a, iš ALBO |LB|=Rtga, iš 
AONC |CN|=R ctg a. Gauname lygybę 
R sin 2a _3 1l sin? 92 _ 3 
Biügerbdga 4 275 40S y? 
2Rtga 
2R cig u 


iš kurios randame a=%. Tuomet = 


NN 
6 a6 


Atsakymas. 3. 


Pratimai 


1470. Lygiašonio trikampio šoninės kraštinės ilgis lygus a, o aukš- 
tinės ilgis lygus A. Raskite apie šį trikampį apibrėžto ap- 
skritimo spindulį. 

1471. Lygiašonio trikampio pagrindo ilgis 48 dm, o šoninės kraš- 
tinės ilgis 30 dm. Raskite įbrėžtinio ir apibrėžtinio apskri- 
timų spindulius bei atstumą tarp apskritimų centrų. 

1472. Lygiašonio trikampio aukštinės ir pagrindo santykis lygus 
3:2. Soninės kraštinės ilgis 10 cm. Raskite apibrėžtinio ap- 
skritimo spindulį. 

1473. Trikampis ABC įbrėžtas į apskritimą. Viršūnės A ir C nuto- 
lusios nuo liestinės, nubrėžtos per viršūnę B, atitinkamai 
atstumais m, n ir |AC|=b. Kam lygus trikampio plotas? 

1474. Apie statųjį trikampį ABC apibrėžtas apskritimas. Atstumai 
nuo įžambinės AB galų iki tiesės, liečiančios apskritimą 
e C, atitinkamai lygūs m ir n. Raskite statinių AC ir BC 
ilgius. 
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1475. Įrodykite, kad apie trikampį apibrėžto apskritimo skersmuo | 
lygus dviejų to trikampio kraštinių ilgių sandaugai, pada- 
lytai iš ilgio aukštinės, nuleistos į trečiąją kraštinę. 

1476. Įrodykite, kad stačiojo trikampio statinių ilgių suma lygi 
į jį įbrėžto ir apie jį apibrėžto apskritimų skersmenų ilgių 
sumai. 

1477. Trikampio ABC kampo B pusiaukampinė BD dalija krašti- 
ne AC į atkarpas AD ir DC. Įrodykite, kad |BD|?=|BC| X 
X |AB| — |DC| - |AD)|. 

1478. | statųjį trikampį, kurio vieno statinio ilgis a, įbrėžtas ap- 
skritimas. Jo spindulys lygus r. Apskaičiuokite kito statinio 
bei įžambinės ilgį. 

1479. Įrodykite, kad taškai, simetriški bet kurio trikampio aukšti- 
nių susikirtimo taškui to trikampio kraštinių atžvilgiu, pri- 
klauso apibrėžtiniam apskritimui. 

1480. Stačiojo trikampio statinių ilgiai lygūs 3 cm ir 4 cm. Ras- 
kite atstumą tarp įbrėžtinio ir apibrėžtinio apskritimų cent- 
ry. 

1481. Į apskritimą įbrėžkite trikampį, žinodami dviejų šio trikam- 
pio kampų didumus. 

1482. Apie apskritimą apibrėžkite trikampį, žinodami dviejų jo 
kampų didumus. 

1483. Į rombą įbrėžkite apskritimą. 

1484. Apie skritulį apibrėžkite lygiašonį statųjį trikampį. 

1485. Nubraižykite lygiašonį trikampį, kai duotas jo pagrindas ir 
įbrėžtinio apskritimo spindulys. . 

1486. Nubraižykite trikampį, kai duotos dvi jo kraštinės ir atstu- 
mas tarp įbrėžtinio bei apibrėžtinio apskritimo centrų. 

1487. | lygiašonę trapeciją, kurios pagrindų ilgiai lygūs 9 cm ir 
5 cm, įbrėžtas skritulys. Raskite jo spindulį. 

1488. Į stačiąją trapeciją įbrėžtas skritulys. Pagrindams nestat- 
menos šoninės kraštinės ilgis lygus 13 cm, o pagrindų ilgių 
skirtumas 12 cm. Apskaičiuokite skritulio spindulį. 

1489. Trapecija apibrėžta apie apskritimą. Koks jos vidurinės lini- 
jos ir perimetro santykis? 

1490. | lygiašonę trapeciją, kurios pagrindų ilgiai lygūs a ir b, 
įbrėžtas apskritimas. Kam lygus trapecijos įstrižainės il- 
gis? 

1491. Apie trikampį apibrėžtas apskritimas ir iš bet kurio plokš- 
tumos taško nubrėžti statmenys trikampio kraštinėms. Įro- 
dykite, kad šių statmenų pagrindai yra vienoje tiesėje. 


$ 10. KOSINUSŲ IR SINUSŲ TEOREMOS 


Sakykime, AABC — bet koks. Pažymėkime jo kraštinių ilgius 
raidėmis a, b, c, o prieš jas esančių kampų didumus — raidėmis 
a, B, y. Trikampio kraštines ir kampus sieja dvi teoremos: kosi- 
nusų teorema ir sinusų teorema. 
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Kosinusų teorema: 
a? — b? 4- c? — 2bc cos a, 
b?— a? 4- c? —2ac cos B, 
DIM c?— a? -- 0? —2ab cos y 
(žr. XIII skyriaus $ 2 2 pavyzdį). 

Sinusy teorema: 


G..— D. € 
sina sinB siny ^ 


Be to, kiekvienas toks santykis lygus apie trikampį apibrėžto 
apskritimo skersmeniui 2R: 


LAR SS: 
sina sinB siny 


2R; 
iš čia 
` a=2R sin a, b=2R sin f, c=2R sin y. 


l pavyzdys. Tarkime, kad a, b, c — trikampio kraštinių. 


ilgiai, S — trikampio plotas, R — apie trikampį apibrėžto apskriti- 
mo spindulys. Įrodykite, kad 


abc 
R= 4S" 
Sprendimas. Iš sinusų teoremos turime: 
a 
B7 Tų iD 


o iš trikampio ploto formulės S=56c sina randame: sin a= 2. 


Sig sin a išraišką įrašę į (1) formulę, gauname: 


a abc 
a: 
bc 


2 pavyzdys. Duoti trapecijos ABCD pagrindų ilgiai |AB| — 
=a, |CD|=b ir kampo BAD didumas a. Įstrižainė BD su šonine 
kraštine AD sudaro kampą 2a (154 pav.). Apskaičiuokite trapeci- 
jos šoninių kraštinių ilgius. 

Sprendimas. Kadangi trikampio kampų suma lygi 180“, 

? N 
D "UM C tai DBA— 180? — 3o. 


(5180-30 Trikampiui ADB pritaikome 
sinusy teorema: 


a |AD| ` |DB| | 


sin2a  sin(180?—3a) sing ’ 


|AD|= asin3a 


sin 2a ' 


154 pav. 


Com TA 


| 
| 
| 


i > i asina $^ "S vor 
nes sin(180^—3a) —sin 3a, ir IDB] =-~" BDC=ABD kaip vi- 


daus priešiniai kampai, gauti, dvi lygiagrečias tieses AB ir CD 
perkirtus trečiąja tiese DB, todėl üt 180? —3a. Trikampiui BCD 
pritaikome kosinusų teoremą: 

|ĮBC|2=|BD|24+|DC|2—2|BD| - |DC| cos(180? —3a) = 


a? sin? a a-sina 
= +b2+2 


- + b cos 3a. 
sin? 24 sin 2a 


Atsakymas. pinj. 53 i 
sin 2a 


a? ab cos 3a 
Bc|- V + E + cos Q 
3 pavyzdys. Įrodykite, kad trikampio plotas lygus 


V p(p—a) pb) (pc); čia p= > (a+b+c)— trikampio ABC 
pusperimetris. 

Sprendimas. Žinome, kad trikampio plotas 

S 3 ab sin y= i ab V 1—cos? y= E V a2b? — (ab cos y)?. 
Pagal kosinusų teoremą E 
c?— a? 4- b? —2ab cos y; 

A 
2 
s- LV œt- L (ar4 0202)? 


iš čia ab cos y=- (a?4-b?—c?). Tuomet 


Taikvdami kvadratų skirtumo formulę, pertvarkome pošaknį: 
2 isa | 1 
ab? — = (a? 4- b — c?) ? - (ab — z (a? b3— c?) ) (ab 5 (9 0—e)- 


=> Qab — a?— b? - c?) (2ab + a? 4- b — c?) = + (02 (a—b)?) X 
Xi(a+b)?= c) = 4 (c—a-- b) (c+a—b) (a+b—c) (a+b+0). 
Kadangi a+bW+c=2p, tai ac-b—c—2(p—c), a+c—b=2(p—b), 
b+c—a=2(p—a). Įrašome šias išraiškas į ploto S formule: 


S= 5 V 7:20 -2(p-4)-2(pb)- 2(p—c)= 


= V p(p—a) (p—b) (p—c). 


Pratimai 
1492. Dviejų trikampio kampų santykis lygus 1:2, o prieš tuos 


kampus esančių kraštinių santykis lygus 1: V 3. Raskite 
trikampio kampų didumus. 
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1493. 


1494. 
1495.. 


1496.. 


1497. 


1498. 


1499. 


1500. 


1501. 


1502. 


1503. 


1504. 


1505. 


1506. 


1507. 
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Trikampio ABC plotas lygus 16 cm?. |AC|=5 cm, |BC|= 
—8 cm, kampas C yra bukas. Apskaičiuokitė |AB|. 
Įrodykite, kad trikampis yra lygiašonis, kai a=2bc cos y. 
Įrodykite, kad kiekvienam trikampiui teisingos šios lygybės: 


1) bc cos a+ac cos f —c?; 
2) bc cos a—ac cos B — b?— a?; 
3) (a?—5?): c? —sin (a—p): sin y. 


Raskite kampo a didumą, kai trikampio kraštines sieja ly- 
gybė 


Įrodykite tapatybę 
sin? a4- sin?  — sin? y=2 sin a sin p cos y. 
Raskite stačiojo trikampio statinių ilgius ir kampų didumus, 


Ww e s. b . NET ^ 
kai žinomas statinių santykis 7 =% ir apibrėžtinio apskri- 


'timo spindulys R. 


Lygiašonio trikampio ABC šoninių kraštinių AB ir AC ilgiai 
lygūs b, kampo prie viršūnės A didumas 2a. Tiesė, einanti 
per viršūnę B ir apie trikampį apibrėžto apskritimo centra O, 
kerta kraštinę AC taške D. Raskite IBD) 

Stačiojo trikampio statinio ilgis a, smailiojo kampo didu- 
M a. Raskite įbrėžtinio ir apibrėžtinio apskritimų spindu- 
ius. 

Lygiašonės trapecijos įstrižainė, kurios ilgis d, dalija smai- 
luji kampą pusiau. Smailiojo kampo didumas lygus a. Ap- 
skaičiuokite trapecijos kraštinių ilgius. 

Nelygiagrečios trapecijos kraštinės yra statmenos viena ki- 
tai. Viena jų, kurios ilgis a, sudaro su įstrižaine kampą o 
(a<45%), o kita sudaro tokį pat kampą su apatiniu pagrin- 
du. Apskaičiuokite trapecijos vidurinės linijos ilgį. 

Raskite trikampio pusiaukampinės ilgį /,, kai žinomos kraš- 
tinės a, b ir kampas y 

Apie skritulį, kurio spindulys R, apibrėžtas lygiašonis tri- 
kampis. Vienas jo kampas lygus 120°. Apskaičiuokite trikam- 
pio kraštinių ilgius. | 

Taisyklingojo trikampio ABC kraštinėje AC pažymėtas taš- 
kas N taip, kad |AN] : |AC|=n. Koks yra apskritimų, api- 
brėžtų apie trikampius ABN ir ABC, spindulių santykis? 
Įrodykite, kad bet kurios trapecijos kraštinės ir įstrižainės 
susietos lygybe f} +f} =c24+d?+2ab; a, b — pagrindų il- 
giai, c ir d — šoninių kraštinių ilgiai, f; ir f? — įstrižainių 
ilgiai. 

Žinomi trikampio ABC kampų B ir C didumai p ir y, be to, 
fv. Iš viršūnės A nubrėžta pusiaukraštinė AM, sudaranti 
su kraštine BC smailųjį kampą BMA. Raskite jo kotangentą. 


` 


1508. Smailiojo trikampio ABC aukštinių BM ir CN tęsiniai kerta 
apibrėžtą apie jį apskritimą taškuose P ir Q. Raskite šio ap- 


skritimo spindulį, kai |BC|=a ir |PQ|— ga 


ZAS AN 

1509. Trikampio ABC ABC=q, ACB —2q. Apskritimas, einantis per 
taškus A, C ir apibrėžto apie trikampį ABC apskritimo cent- 
rą O, kerta kraštinę AB taške M. Kam lygus santykis 
|AMI : |AB|? 

1510. Per trikampio ABC kraštinės AB vidurį nubrėžtas statmuo, 
kuris kerta kraštinę AC taške M taip, kad |MA| : |MC|—3. 
Statmuo, nubrėžtas per kraštinės AC vidurį, kerta krašti- 
ne AB taške N taip, kad |AN|: |NB|—2. Apskaičiuokite tri- 
kampio ABC kampų didumus. 


$ 11. TAŠKŲ AIBĖS (GEOMETRINĖS TASKU VIETOS) 


Kartais geometrijoje iš visų plokštumos arba erdvės taškų 
reikia išskirti taškus, kurie pasižymėtų tam tikra savybe. Tokia 
taškų aibė vadinama geometrine taškų vieta. Pavyzdžiui, apibrėž- 
dami apskritimą, iš visų plokštumos taškų išskiriame taškų aibę, 
kurios visi taškai vienodai nutolę nuo tam tikro plokštumos taško. 
Išskirtoji taškų aibė turi būti tokia, kad: 

1) kiekvienas jos taškas turėtų nurodytąją savybę; 

2) nė vienas taškas, nepriklausąs šiai: aibei, neturėtų nurody- 
tosios savybės. 

Išvardysime keletą plokštumos geometrinių taškų vietų, kurios 
dažniausiai vartojamos geometrijoje. | 

1. Taškų aibė, kurios kiekvienas taškas nutolęs nuo plokštu- 
mos taško O atstumu R, yra apskritimas; jo centras — taške O ir 
spindulys R. 5i 

2. Taškų aibė, kurios visi taškai vienodai nutolę nuo dviejų 
taškų A ir B, yra tiesė, nubrėžta per atkarpos AB vidurį statme- 
nai šiai atkarpai. 

3. Taškų aibė, kurios visi taškai vienodai nutolę nuo kampo 
kraštinių, yra to kampo pusiaukampinė. 

4. Aibė taškų, vienodai nutolusių nuo trijų nurodytųjų taškų, 
nesančių vienoje tiesėje, yra sudaryta iš vieno taško — apskriti- 
mo, nubrėžto per nurodytus taškus, centro. 

5. Aibė taškų, iš kurių duotoji atkarpa AB matoma stačiuoju 
kampu, yra apskritimas, kurio skersmuo [AB]. Taškai A ir B šiai 
aibei nepriklauso. 

1 pavyzdys. Raskite aibę taškų, kurie būtų stygų, nubrėžtų 
iš apskritimo to paties taško, vidurio taškai. 

Sprendimas. Tarkime, kad O — apskritimo centras, A — 
pasirinktasis taškas (155 pav.). Iš taško A nubrėžiame stygą AB 
ir pažymime jos vidurio tašką M. Kadangi [OM] — spindulys, 
nubrėžtas per stygos AB vidurį, tai [OM] L [AB], todėl taškas M 
priklauso aibei taškų, iš kurių atkarpa 40 matoma stačiuoju kam- 
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B pu. Tokią aibę sudaro apskriti- 
p mo L, kurio skersmuo yra at- 
karpa AO, taškai. Taškas A 
aibei nepriklauso, taškas O prik- 
lauso, nes jis skersmenį AC da- 
lija pusiau. 

Nesunkiai įrodytume atvirkš- 
cia teiginį: kai taškas M prik- 
lauso apskritimui L, tai jis yra 
tam tikros stygos, nubrėžtos iš 
taško A. vidurio taškas. 

2 pavyzdys. Nubrėžkite 
spindulio r apskritimą, einantį 
per du taškus. 

Sprendimas. Nekreipki- 
me dėmesio į reikalavimą, kad 
spindulys būtų lygus 7. Reika- 
laukime tik, kad apskritimas 
eitų per taškus A ir B (156 
pav.). Tokių apskritimų galima 
nubraižyti be galo daug, visų jų 
centrai yra atkarpos AB vidurio 
statmenyje /. Iš šių apskritimų 
reikia išrinkti tą, kurio spindu- 
lys r. Taškai, atstumu r nutolę 
nuo taško A, sudaro apskritimą 
L, kurio centras A ir spindulys 
r. Ieškomojo apskritimo centras 
turi tenkinti dvi sąlygas: pirma, 
jis turi būti tiesėje /; antra, jis 
turi priklausyti apskritimui L. 
Taigi jis yra aibių / ir L san- 
kirta — taškai O, ir Os. 

Galiausiai nustatysime, kada 
uždavinys turi sprendinius. Aiš- 


155 pav. 


yl 
[ 


H ku, kai 22: |AB|, apskritimas 
1 : È 
156 pav. L nekerta tiesės /, ir uždavinys 
sprendinių neturi. Kai r= 


=> |AB|, apskritimas L liečia tiesę / taške C, todėl uždavinys turi 


vieną sprendinį. Pagaliau, kai r> T |AB|, uždavinys turi du 
sprendinius. 

Aibe taškų, pasižyminčių tam tikra savybe, kartais galima ras- 
ti, panaudojant koordinačių metodą. 

3 pavyzdys. Atkarpa, kurios ilgis a, slenka taip, kad jos 
galai visą laiką yra stačiojo kampo kraštinėse. Kokią kreivę brė- 
žia atkarpos vidurio taškas? 
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Sprendimas. Koordi- y 
načių pradžią sutapdinkime 
su stačiojo kampo viršūne, o 
ašis — su jo kraštinėmis. At- 
karpos vidurio tašką pažymė- 
kime M(x; y) (157 pav.). Ka- 
dangi [MC] ir [MD] yra tri- 
kampio AOB vidurinés lini- 
jos. tai [|40|=2|MD! ir 
¡OB|=2|MC!|. Todėl |40!|= 
=2y, ¡OB|=2x. Pritaike Pi- 
tagoro teorema, iš trikampio 
AOB gauname: 

|AB|= V 4x7+4y2, 
V Ax? - 4y? — a, 4x24+4y2=0?, 
Ba -. 07 
X +y = y e 
Vadinasi, taškas M(x; y) priklauso apskritimui, kurio centras yra 


taške O ir spindulys $ 


157 pav. 


Skaitytojams paliekame įrodyti atvirkščią teiginį: kai taškas M 


priklauso apskritimui x24+y2= z, tai jis yra atkarpos AB vidurio 


` taškas. 


Pratimai 


1511. Raskite aibę taškų, priklausančių kvadratui, kurių atstumų 
nuo kiekvieno taško iki kraštinių kvadratų suma yra pa- 
stovi. 

1512. Kokią aibę sudaro atkarpų vidurio taškai, jei atkarpų galai 
yra kampo kraštinėse? 


1513. Pažymėti du plokštumos taškai A ir B. Raskite aibę šios 


14M] 


plokštumos taškų M, tenkinančių sąlygą TBT A 


1514. Kokią aibę sudaro taškai, kurių atstumų nuo dviejų duotųjų ` 


taškų santykis < yra pastovus dydis, nelygus vienetui? 


1515. Duotas trikampis ABC. Raskite aibę tokių taškų M, esančių 
trikampio plokštumoje, kad trikampiai AMB ir BMC būtų 
lygiapločiai. 

1516. Duota atkarpa AB ir jos taškas C. Nubrėžti du lygūs ap- 
skritimai. Vienas jų eina per taškus A ir C, antras — per 
taškus C ir B. Kokią aibę sudaro šių apskritimų susikirtimo: 
taškai? 

1517. Pažymėti du plokštumos taškai A ir B. Raskite aibę plokš- 
tumos taškų M, pasižyminčių savybe: 
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1518. 


1519. 


1520. 


1) [MA|2+|MB|2=S>0; 
2) ||MA|2— |MB|?|=S>0; 


čia S= const. 
Pažymėti trys plokštumos taškai A, B ir C. Raskite aibę 
plokštumos taškų M, pasižyminčių savybe 


|MA|24+ |MB|2=|MC|2. 


Pažymėti du plokštumos taškai A ir B. Kokią aibę sudaro 
plokštumos taškai, simetriški taškui A atžvilgiu tiesių, esan- 
čių plokštumoje ir nubrėžtų per tašką B? 

Statusis trikampis juda plokštumoje taip, kad jo smailiųjų 
kampų viršūnės slenka dvejomis viena kitai statmenomis 
tiesėmis. Kokią aibę sudaro šio trikampio stačiojo kampo 
viršūnės? 


XIII SKYRIUS. VEKTORIAI 


ad p— 

§ 1. VEKTORIAUS SAVOKA. VEIKSMAI SU VEKTORIAIS 

Žinome, jog kai kurie fizikiniai dydžiai, pavyzdžiui jėga, grei- 
tis, pagreitis ir kiti, apibūdinami ne tik didumu, bet ir veikimo 
kryptimi. Tokie dydžiai vaizduojami kryptinėmis atkarpomis. 

1 apibrėžimas. Kryptinė atkarpa vadinama vektoriumi. 

Vektorius, kurį apibrėžia nesutampančių taškų pora (A, B), 
vaizduojamas kryptine atkarpa, kurios pradžia — taške A ir pabai- 


ga — taške B (158 pav.). Tokį vektorių Zymime AB; atstuma |AB| 
-> 
vadiname vektoriaus ilgiu arba moduliu ir Zymime |AB|. Vekto- 


riy, apibūdintą pora (A, A), vadiname nuliniu ir žymime 0. 
Labai patogu vektorius žymėti mažosiomis lotyniškomis raidė- 


> > > > 
mis su rodyklėmis viršuje: a, b, c, ... — vektoriai, |a| arba a — 


vektoriaus a ilgis. 

Iš vektoriaus apibrėžimo išplaukia, kad kiekvieną nenulinj vek- 
torių apibūdina jo kryptis ir ilgis. 

2 apibrėžimas. Du nenuliniai vektoriai vadinami lygiais, 
jei jie yra vienakrypčiai ir vienodo ilgio. ; 

apibrėžimas. Nenuliniai vektoriai vadinami kolinea- 

riais, jeigu jy kryptys sutampa arba yra priešingos. 

Nulinis vektorius laikomas kolineariu bet kuriam vektoriui. 

4 apibrėžimas. Trys nenuliniai vektoriai vadinami kom- 
planariais, jeigu jie lygiagretūs tai pačiai plokštumai. 


159 paveiksle pavaizduota trikampė prizmė. Vektoriai BA, BČ 


ES 
ir A,C, yra komplanarüs. Tris vektorius, kurių vienas yra nulinis, 
laikysime komplanariais. 


158 pav. 159 pav. 
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160 pav. 161 pav. 


Sakykim, duoti vektoriai a ir b. Pasirinkime bet kurį tašką A 
ir nuo jo atidėkime vektorių AB —a, po to nuo taško B atidėkime 
BC-b (160 pav.). 

5 apibrėžimas. Vektorius AC, jungigs vektoriaus a pra- 


džią su vektoriaus b galu, vadinamas vektorių a ir b suma 
(160 pav.). Rašome 


C— à 4- b, arba AC — AB 4- BC. 
Si lygybe išreiškia vektorių sudėties trikampio taisyklę. Ji tai- 
koma ir tada, kai vektoriai a irb yra kolinearieji. 
Vektorių sudėčiai būdingos šios savybes: 
1. a+0=a. 
2: a+b=b+a (perstatymo dėsnis). 
3. (a+b) +c=a+ (b4-c) (jungimo dėsnis). 
Du vektorius a ir b galima sudėti pagal lygiagretainio taisyk- 


ię. Si taisyklė atsispindi 161 paveiksle: 


C— 4 b. 
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————————————— —————— — p 


—: 


Trijų ar daugiau vektorių sumą galima rasti, taikant daugia- 
kampio taisyklę. Sakykim, reikia rasti vektorių a, 5, c sumą. Lais- 
vai parinks is O (162 parda nubrėžiame vektorius 0A= a, 
AB- b, Bo c. Sudéje vektorius a ir b, pupa OB; prie sumos 
OB= a+b pridėję vektorių c, turime OC (445) +0. Si estat 
vadinsime trijų vektorių suma ir maysime be skliaustų: bc. 


Vektorių OC galima laikyti vektoriaus à ir vektoriaus AC— bcc 
suma (trikampio taisyklė), todėl 


OC — (a5) Fc —d-- AC— a4- (640). 
Iš čia į 

(a+b) --c—a-- (b+0)=04+64C. 

Tris nekomplanarius vektorius patogu sudėti pagal gretasie- 
nio taisyklę. Sakykim, reikia rasti nekomplanarių vektorių a, b, n 
sumą (163 pav.). Nuo bet kurio taško O atidėkime vektorius 0A= 
= OB =b, OC- c. Nubraižykime. gretasieni taip, kad atkarpos 
OA, OB, OC būtų jo briaunos. Vektorius OS 198] gal 
nio B bios yra . žeškomoji suma. Iš tikrųjų, OA+OB+0C= 


=0A +AD+D3=0S5. 
6 apibrėžimas. Du vektoriai vadinami priešingais, jeigu 
jų suma lygi nuliniam vektoriui. 


Vektorius, priešingas vektoriui a, žymimas EX 1 Pagal apibré- 
žimą 
a-- cay eed. 
Aišku, kad nenuliniai priešingi vektoriai (164 pav.) yra vienodo 
ilgio ir priešingų krypčių. 


7 apibrėžimas. Vektorių a ir b skirtumu (žymimu sim- 
boliu a— b) vadinamas toks vektorius C, kurj pridéje prie 5, gau- 


name a (165 pav.). 
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Vektorių atimtis dažnai pakeičiama sudėtimi. Nubrėžiamas vek- 


torius OB (vektorius —b) (165 pav.). Trikampj OAB papildžius 
iki lygiagretainio OABC ir sujungus taškus B, ir C, matyti, kad 
keturkampis OACB, irgi yra lygiagretainis. Todėl 


— > — — > > > 
BA=0C=0A+0B,, arba c=a+ (—b). 


Vadinasi, norint rasti skirtuma a—b, galima prie vektoriaus a 
pridėti vektorių —b, priešingą vektoriui b. 

8 apibrėžimas. Nenulinio vektoriaus a ir skaičiaus x san- 
dauga vadinamas vektorius, turintis vektoriaus a krypti, kai x>0, 


ir priešingą kryptį, kai x<0. To vektoriaus ilgis lygus vektoriaus a 
ilgio ir skaičiaus x modulio sandaugai. 


Vektoriaus a ir skaičiaus x sandaugą Zymime xa. Pagal api- 
brėžimą, |xa|= |x| - jal. Vektorius xa kolinearus vektoriui a. 

Vektorių daugybai iš skaičiaus būdingos šios savybės: 

l. x(ya) = (xy)à (jungimo dėsnis). 

2. xa+ya= (x+y)a (pirmasis skirstymo désnis). 

3. xa+xb=x(a+b) (antrasis skirstymo désnis). 

Teorema (kolinearumo požymis). Nenulinis vek- 


torius a yra kolinearus vektoriui b tada ir tik tada, kai egzistuoja 


skaičius x, tenkinantis lygybę b=xa. 
Vektorius, kurio ilgis lygus vienetui, vadinamas vienetiniu vek- 


X 
toriumi arba ortu. Bet kurio vektoriaus a vienetinis vektorius Zy- 


mimas a“. Galioja lygybė 


1 pavyzdys. Lygiašonės trapecijos ABCD ([ĮBC]| [AD], 


1AB| — |CD|) (166 pav.) smailusis kampas lygus 3 Vektorių BC 


-> > Pn > 
išreikškite vektoriais AB=a ir AD=b. 
nr 


^ ^ N ^^ 
Sprendimas. Kadangi BAD=ADC= >, tai ABB,=C¡CD= 


Aa yv gs 1 172 mM 
g> iš čia |C,D|= |4B| = >|4B|= gal. Taigi |B,C,|=|BC|= 
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166 pav. 


167 pav. 


— > — 
—|b|—[|a|. Vektorius BC kolinearus vektoriui AD, todėl BC— 


= (|b|- [a]) 55. Vietoj be įrašę E , gauname: 
b 


2 pavyzdys. Trikampyje ABC (167 pav.) nubrėžt i 
kraštinė CM. Tiesė I, lygiagreti (CM), kerta in BC. CÀ ir AB 


taškuose Ay, B, ir C}. Įrodykite, kad A1C,+B,C,=C4+CB. 
Sprendimas. Pazymékime |AM| = [MB|=x, |MCi|-y 
Y s A6. £p 
AMBC — AC;BA,, todėl Ga, = 2 =1-2, arba |A C, — (1- 
=E] ICM]. 
X 
Kadangi vektoriai ALC, ir CM kolinearüs, tai 


Aie (1- 4) ch. (1) 


Iš trikampių C,B,A ir CMA panašumo gauname: 


> 
Vektoriai B,C, ir CM kolinearūs, todėl 
108 yy 
Ht (1+ 2) CM. (2) 
_Sudéje (1) ir (2) lygybes, turime: A; +5;C1=2CM. Tačiau 
— > — > 
2CM=CA+CÉB. Taigi A¡C,+B,C,=CA+ CB. 
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Pratimai 


1521. 


1522. 


1523. 


1524. 


1525. 
1526. 


1527. 


1528. 


1529. 


1530. 
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Lygiagretainio ABCD įstrižainės susikerta taške M. Vekto- 

ere — > — > > 
rius MA, MB, MC ir MD išreikškite vektoriais AB=a ir 
—> 3 
AD= 

> > > 
Vektorius AM, BN ir CP, sutampančius su trikampio ABC 
EN Ea E > 

pusiaukraštinėmis, išreikškite vektoriais AB=a, AC-—b. 
Duotos lygiagretainio ABCD įstrižainės AC-a ir BD—b. 
Vektorius AB, BC, CD ir DA išreikškite vektoriais a ir b. 
Kokiomis savybėmis pasižymi vektoriai air b, kai: 
1) la b|- [a—b]; 
3) a+b=m(a—b); 


2) la+b|=]|a]+|01; 
4) la+b|= - |a| — Ibl; 
6) (= b|= ja| -- [5]. 


: > > 
Duotas tetraedras ABCD. Įrodykite, kad AD+BC=BD+AC. 
Taškai E ir F yra keturkampio ABCD kraštinių AB ir CD 

— > 
vidurio taškai. Įrodykite, kad EF-BCIAD 
jos vidurinės linijos savybę. 
Tetraedro ABCD sienų ADB ir BDC pusiaukraštinių susi- 
kirtimo taškai yra atitinkamai M, ir Mə. Įrodykite, kad vek- 


. Įrodykite trapeci- 


toriai MM; ir AC kolinearüs. Raskite šių vektorių ilgių san- * 


tykį. 
"Ale trapecija, kurios BOA = 60”, |0B|= 
(BE es M ir N — kraštinių BC ir AC vidurio taš- 
kai; m ir n — vienetiniai vektoriai, kurių kryptys sutampa 
su vektorių OA ir OB kryptimis. Vektorius OM, ON, MN, 
AC i&reik&kite vektoriais m ir m. 
Hac EM fecimus. Eines kad AB 
=p ir BC=G. Vektorius CD, DE, EF, FA, CA, AD ir an 


išreikškite vektoriais p ir g. 
SABC — trikampė piramidė, P — kraštinės AB vidurio taš- 
kas, Q — sienos SBC pusiaukraštinių susikirtimo taškas. Vek- 


torių PO išreikškite vektoriais ác. b=SB, ¿=8C. 


1531. Iš apskritimo centro O nubrėžti keturi spinduliai OA, „DB, 
OC, OD. e O, kad ABCD — staciakampis, kai OA + 
+0B+0C+0D= 0. 


$ 2. DVIEJŲ VEKTORIŲ SKALIARINĖ SANDAUGA 


1 apibrėžimas. Kampu tarp dviejų nenulinių vektorių va 
dinamas kampas tarp tų vektorių krypčių. Kampą tarp vektorių a 


ir b žymėsime- (a, b)= g (168 pav.). 
Kai kampas tarp valora lygus 90°, sakome, kad vektoriai yra 


Ls 


vienas kitam statmeni. Ra&ome a.Lb. Kai a4 tb, tai (a, b) —(0^, kai 
B 


a^, tai (a, b)= = 180". 
2 api b rėžimas. Dviejų nenulinių vektorių skaliarinė san- 


dauga vadinama tų vektorių ilgių ir kampo tarp jų kosinuso san- 
dauga. 


Dviejų vektorių a ir b skaliarinė sandauga žymima a- 6. Pagal 

apibrėžimą 
N 
a-b-|a|- |b| cos (a, b) =ab cos q. 

Iš šio apibrėžimo išplaukia tokios savybės: 

1. Jei nenuliniai vektoriai a ir b yra statmeni, tai jų skaliarinė 
sandauga lygi nuliui: a-b=0. (3) 

(3) lygybe vadinsime dviejy vektoriy statmenumo salyga. 


> Jei du vektoriai a ir b kolinearüs, tai [a - b|=ab. 


Vektoriaus skaliarinė sandauga iš to paties vektoriaus lygi 
EN ia ilgio kvadratui: 


$ 


a-a-—a-a-cos0?-qa?, 


Sandauga aa žymime à? ir vadiname vektoriaus a skaliariniu 
kvadratu. Tuomet trečiąją savybę galima suformuluoti. taip: vek- 


5 A 


168 pav. 
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toriaus skaliarinis kvadratas lygus to vektoriaus ilgio kvadratui: 
a =. 

Vektorių skaliarinės daugybos pagrindinės savybės: 
-b=b-a (perstatymo dėsnis). 
ka) . b=k(a- b) (jungimo dėsnis). 
a(b4-c 
Remiantis vektorių skaliarinės daugybos savybėmis, įrodoma, 


kad skaliarinę sandaugą (ma 4- kb) (nc4- pd) galima pertvarkyti 
taip, kaip dviejų daugianarių sandaugą. 
pavyzdys. Įrodykite, kad lygiagretainio įstrižainių ilgių 
kvadratų suma lygi visų jo kraštinių ilgių kvadratų sumai. 
—+ > = 

Sprendimas. Pažymėkime OA =a, OB=5 (169 pav.). Tada 
— — > >> > 
OC=a+b, BA=a—b (pagal vektorių sudėties lygiagretainio tai- 
ro Tum (24+6)2=|0C|2, (a—6)2=|BA]2, a =|0A|2, b = 

Pritaikę vektorių skaliarinės daugybos savybes, apskaičiuoja- 
me reiškinį: 

(a+b)2+ (a—b)2=a'+2ab+0 +a —2ab+b —92a +2% . Iš čia 
[OC|?-- |AB|? 22|OA |?-- 2| OB?. 

„2 pavyzdys. Įrodykite kosinusy teoremą: trikampio krašti- 
nės ilgio kvadratas lygus kitų dviejų jo kraštinių ilgių kvadratų 
sumai minus dviguba sandauga tų kraštinių ilgių ir tarp jų esan- 
čio kampo kosinuso. 

> > > s > > A 
Sprendimas. Pažymėkime CA =b, AB =c, CB=a, ACB=y 
=> > > 
(170 pav.). Tuomet AB=CB-—CA. Abi šios lygybės puses pakelki- 
—>2 > > 2 
me kvadratu: AB =(CB—CA)?. Kadangi AB -|AB[-c ir 

-> — — 2 > > —? > -> > 
(CB—CA)? = CB — 2 CB CA + CA = |CB|? + |CA|? — 2|CB| x 
X|CA| cos y = a? + b? — 2ab cos y, tai galiausiai gauname c?— 
= a? -- b? — 2ab cos y. 

3 pavyzdys. Įrodykite, kad trikampio ABC pusiaukraštinės 
BM ir CN yra statmenos, kai b?+c2=5a2, 


A : 
B . C „B 
T N 
y 
a d E C B A M C 


169 pav. 


l. 
pA 
3. 


) =ab+ ac (skirstymo dėsnis). 


170 pav. 171 pav. 
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> > 
CA-b (171 


o 
"a 
eg 
O 
jo 
a 
3 
e 
p 
q) 
£o 
Nx 
< 
3 
M. 
5. 
d 
O 
m= 
oy wt 
|| 
C 
|| 
RB 


> 


= 5-6, todėl BM=-2 7. BM-CN=-2 5.¿-L (phe. 


2 
> 


Abi lygybės g=—b—C puses pakėlę kvadratu, gauname: a — 
=5 +0 +2b- e: iš čia m= Tuomet BM. CN=-Žx 
a2—b2—(2 
2 
> > 
duota b24-c2— 5a?, tai 5a2—b62—c2=0. Vadinasi, BM - CN =0, todėl 


> > 
BM .LCN. 


om b2+c?) — — d (5a2—b?—c?), Kadangi sąlygoje 
2 8 


Pratimai 


1532. Apskaičiuokite vektorių a ir b skaliarinę sandaugą, kai: 
AN p^ 

1) la|—8, |5|—5, (a, b) =60; 2) |a|=|6|=1, (a, b) = 1357; 
3) Ja]=3, [b] -6, ado; 4) |a] - 3, I| — 1, a4J5. 

1533.. Vektoriai p=S+2% ir g=5s— 4i yra statmeni. Apskaičiuokite 

N 

(s, £), kai |s|= [f| — 1. 

1534. Kiekvienos tetraedro ABCD briaunos ilgis lygus a, taškai 
M, N, P yra briaunų AB, AD, DC vidurio taškai. Ap- 

e — — — 
skaičiuokite skaliarinę sandaugą: 1) AC- AB; 2) AD- DB; 
— > > > => > > > 

3) PN- AC; 4) MN - BC; 5) NP . BA; 6) PM. PB. 

1535. Įrodykite, kad stačiakampio gretasienio įstrižainės ilgio 
kvadratas lygus trijų jo matmenų kvadratų sumai. 

1536. Iš taško O nubrėžtas statmuo OB tiesei b ir pasviroji OM 

E > — 

(Meb, Beb, Ob). Įrodykite, kad sandauga OB - OM ne- 
priklauso nuo taško M padėties tiesėje b. 

1537. Trapecijos ABCD pagrindas AD dvigubai ilgesnis už pa- 


grindą BC ir šoninę kraštinę AB. BAC=a, o trikampio ABC 
— — 
plotas lygus S. Apskaičiuokite skaliarinę sandaugą AD - DC. 


1538. Iš smailiųjų kampų viršūnių nubrėžtos stačiojo trikampio 
pus'aukraštinės. Raskite smailųjį kampą tarp jų. 
1539. Trikampis ABC, kurio B=60", įbrėžtas į apskritimą. Apskri- 
timo spindulys lygus 2. Apskaičiuokite skaliarinę sandaugą 
OA - 0% (O — apskritimo centras). 
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1540. Plokštumoje pažymėti du skirtingi taškai A ir B. Raskite 
aibę taškų M, su kuriais teisinga lygybė 


|AB- BM+MA|=|AB|+|BM|- | MA |. 


S 3. VEKTORIAUS REISKIMAS DUOTAISIAIS VEKTORIAIS. 
VEIKSMAI SU VEKTORIAIS, ISREIKSTAIS KOORDINATEMIS. 


Nagrinésime tris nekomplanarius vektorius e, & ir es. Juos 
` vadinsime baziniais vektoriais. 


Teorema. Kiekvieną vektorių a vieninteliu būdu galima iš- 


— 


reikšti baziniais vektoriais p = ez. 
Įrodymas. Visus keturis vektorius perkelkime į vieną ' tašką 


O ir sudarykime ] ases kurio P EU baty. vektorius a (172 
pav.). Tuomet 0A = OP+00+0R. Bet OP ir e yra kolinearüs, 
todėl egzistuoja toks skaičius x, kad OP=x6,. Analogiškai 0Q= 
— ye ir OR = zes, be to, OA =a. Todėl 


> 


Q — x€j + yes + Zez. (4) 


(4) lygybę vadinsime vektoriaus a skaidiniu baziniais vekto- 


> > > . 
riais e, e», es. Galima įrodyti, kad toks skaidinys yra vienintelis. 
Jeigu baziniai vektoriai yra vienetiniai, tai tokia bazė vadinama 
normuotąja baze, o jei baziniai vektoriai yra dar ir poromis stat- 
meni, tai jie žymimi 


1 apibrėžimas. Poromis statmenų vienetinių vektorių tre- 


jetas (i, FS k) vadinamas normuotąja stačiakampe baze. 
Remiantis teorema, galima padaryti išvadą, kad kiekvieną erd- 
vės vektorių galima vieninteliu būdu išskaidyti baziniais vektoriais 


d ik (173 pav.). Tai reiškia, kad kiekvieną vektorių a atitinka 
toks vienintelis skaičių trejetas (x, y, z), jog 


a=xi+yj+ zk. (5) 

Skaičiai x, y, z vadinami vektoriaus a koordinatėmis bazėje 
( f k). . 

Labai dažnai (5) lygybė rašoma, nurodant tik vektoriaus koor- 


dinates: a= (x; y; z). 
Sakykim, SERVIRE duotas taškas O. Kiekvienam taškui M pri- 


skirkime vektorių OM. Tada skirtingus taškus atitiks nelygūs vek- 


toriai. Be taško O, pasirinkime stačiakampę bazę (i, i R) (173 
pav.). Kiekvieną vektorių atitinka jo koordinatės šioje bazėje: 


OM= (x; y; 2). 


2 apibrėžimas. Stačiakampė bazė ir taškas O vadinama 
stačiakampe koordinačių sistema. Taško M koordinatėmis šioje sta- 


čiakampėje koordinasi sistemoje vadinamos vektoriaus OM koor- 
dinatės bazeje (i, PS k). 


Kai OM= (x; y; z), taško M koordinatės rašomos taip: 
M(x; y: 2). Skaičius x vadinamas taško M abscise, y — ordinate, 
z — aplikate. 

3 apibrėžimas. Ašis, kurias nustato vektoriai i, [a k vadi- 
name koordinačių ašimis. 


e 
Ašį, sutampančią su vektoriaus i kryptimi, žymėsime Ox ir va- 
dinsime abscisių ašimi; ašį, sutampančią su vektoriaus j kryptimi, 


žymėsime Oy ir vadinsime ordinačių ašimi; ašį, sutampančią su k 
kryptimi, žymėsime Oz ir vadinsime aplikačių ašimi (173 pav.). 

4 api brėžimas. Plokštumas, einančias per koordinačių 
ašis, vadinsime koordinačių plokštumomis, erdvę, kurioje duota 
koordinačių sistema,— koordinačių erdve. 

Koordinačių plokštumas žymėsime xOy, xOz, yOz. Kai taškas 
priklauso plokštumai xOy, tai 2=0, kai plokštumai xOz, tai y=0, 
kai plokštumai yOz, tai x=0. 


— 
Dažnai tenka nagrinėti vektorių OM, kuris yra komplanarus 
plokštumai xOy. Sj vektorių vadiname plokštumos vektoriumi. Jo 
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koordinatės yra (x; y; 0). Tokį vektorių įprasta rašyti, praleidžiant 
trečiąją koordinatę: 


> > > > 
OM= (x; y), arba OM=xi+ yj. 


Tarkime, kad bazėje (i, [i k) duoti vektoriai a= (Xi; Yi; Zi) ir 
b= (Xo; Ya; 2). 
Teisingi tokie teiginiai. 
1. Kiekviena dviejų (arba daugiau) vektorių sumos koordina- 
tė lygi dėmenų atitinkamų koordinačių sumai: 
a+b= GG Xe; Yi + Yo; Zı +22). 
2. Kiekviena dviejy (arba daugiau) vektoriy skirtumo koordi- 
naté lygi ty vektorių atitinkamų koordinačių skirtumui: 
a-b= (X1— Xs; yi— Yo; 21— 29). 
3. Kiekviena vektoriaus ir skaičiaus sandaugos koordinatė lygi 
to vektoriaus atitinkamos koordinatės ir skaičiaus sandaugai: 
— 
pa- (px, pyy; pzi). 
4. Dviejų vektorių skaliarinė sandauga lygi tų vektorių atitin- 
kamų koordinačių sandaugų sumai: 
a: b — xix Va 2129. 
1 pavyzdys. Raskite vektoriaus a= (x; y; 2) ilgį. 
Sprendimas. Pritaikę skaliarinės sandaugos formule, gau- 


$ 8 
name: à:a-—xx4 yy zz, arba a=x24+y24+22. Iš čia 
la|- Vx c yi zi (6) 


2 pavyzdys. Raskite vektoriaus AB koordinates, kai duotos 
i taškų A ir B koordinatės A (xi; yi; zi) ir 

B (Xs; Ya; 22). 
Sprendimas. Pritaike vektoriu 


> => 
atimties formule, gauname: AB=0B— 
— OA (174 pav.). Pagal taško koordi- 


OA= (Xi; yi; 21). Pritaikę vektorių, iš- 
reikštų koordinatėmis, atimties taisyklę, 
gauname: 


AB= (5x; Ya—Yi 2z9—2)). (7) 


174 pav. 
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e 


3 pavyzdys. Raskite atstumą tarp taškų A(xi; ys; 21) ir 
B (xo: Yo; 23). 


— 

Sprendimas. Pakanka rasti vektoriaus AB ilgj. To vekto- 
riaus koordinates apskaičiuojame pagal (7) formulę, o ilgį — 
pagal (6) formulę: 


IAB|= V (xa—x1)?- (yo —y1)2+ (22—21)?. 


4 pavyzdy s. Duoti vektoriai a= (1; 1; —1), b= (5; —3; —3) 
ir c= (3; — 1; 2). Raskite vektoriui c kolinearų vektorių, kurio mo- 
dulis lygus vektoriaus a+b moduliui. 

Sprendimas. Kadangi a+b=(6; —2; —4), tai [a -- 5| = 
= V3614716= V 56. Ieškomąjį vektorių pažymėkime d. Jis ko- 
linearus n todėl yra toks skaičius A, kad d=2c= (34; —2); 24). 


Frisimine, jog Id|= V 56, gauname lygtį 9424+A24+442=56, iš ku- 
rios randame 12=4, 1==2. 


Atsakymas. Z,=(6; —2; 4), d;=(—6; 2; —4). 

5 pavyzdys. Raskite vektorių a, statmeną vektoriams i dr 
6—3i4j— k, kai |a|= V 2. 

Sprendimas. Tarkime, kad a= (x; y; 2). Kadangi ali ir 
à Lb, tai a- i—0, a-b=0. Prisiminę, kaip dauginami vektoriai, iš- 


reikšti koordinatėmis, ir turėdami galvoje, kad i- (1; 0; 0), gau- 
name dvi lygtis x=0 ir 3x4 y—2=0. Iš čia x=0 ir y—2. Panaudo- 


- $e sąlygą ja|- V 2, turime: 2=x2+y2+2?. Įrašę į ją x=0 ir y=2, 


gauname 22?—2, z= +1. Taigi tokių vektorių a yra du. 


Atsakymas. a= (0; +1; +1). 


Pratimai 
“ 


1541. Duoti vektoriai a= (3; —1), b— (1; —2) ir c=(—1; 7). Vek- 
torių p=a+ b+c išskaidykite vektorių airb bazėje. 

1542. Duoti vektoriai p= (3; —2; 1), q=(—1; l; —2) ir r= (2; I; 
—3). Vektorių c= (11; —6; 5) išskaidykite vektorių p, g, 
7 bazėje. 
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1543.. 


1544. 


1545. 
1546. 


1547. 


1548. 
1549. 


1550. 


1551. 


1552. 


1553. 


1554. 


1555. 


1556. 


1557. 
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Duoti trys taškai A(—1; 2; 3), B(5; —3; 4) ir C(2: 1; 6). 
Io . 22 5 = 

Apskaičiuokite vektorių AB, BC ir CA koordinates. 
Zinodami trikampio viršūnę A(2; —5; 3) bei dviejų kraštinių 

> > 
vektorius AB= (4; 1; 2) ir BC= (3; —2; 5), apskaičiuokite 
kitų dviejų viršūnių koordinates. 
Atkarpos vidurys yra taškas (—1; 2), o jos vienas galas — 
taškas (2; 5). Raskite antrojo atkarpos galo koordinates. 
Taškai A(2; 4; 3), B(—2; 2; 1) ir C(3; —3; —1) yra tri- 
kampio viršūnės. Raskite to trikampio pusiaukraštinių susi- 
kirtimo tašką. 
Duoti taškai A(3; —1; 2), B(1; 2; —1), C(—1; 1; —3), 
D(3; —5; 3). Įrodykite, kad figüra ABCD yra trapecija. 
Raskite vektorių a= (6; —2; —3) ir b= (3; 4; —12) ortus. 
Duoti vektoriai a= (3; —5; 8) ir b=(—1; l; —4). Apskai- 
čiuokite TES ir [a—b]. 
Apskaičiuokite vektorių skaliarinę sandaugą, kai: 
1) a= (3; 5; 7), b= (—2; 6; 1); 
2) 4— (3; 0; —6), b= (2; —4; 0). 

Aš 
Apskaičiuokite (a, b), kai: 
1) a= (8; 4; 1), 5= (2; —2; 1); 
2) a= (2: 5; 4), b= (6; 0; —3). 
Duoti vektoriai a= (5; —6; 1), b=(—4; 3; 0), c= (5; —8; 
x Ek „2 E „2 eT 
10). Apskaičiuokite: 1) 3a —4ab--2c ; 2) 2a--4b —5c ; 
3) 3ab — 4bc — Bac. 
Duotos trikampio viršūnės A(—1; —2; 4), B(—4; —2; 0) 
ir C(3; —2; 1). Apskaičiuokite kampo B didumą. 
Žinomos lygiagretainio ABCD viršūnės A(—3; —2; 0), 
B(3; —4; 1) ir C(5; 0; 2). Raskite viršūnės D koordinatės 
ir apskaičiuokite kampo tarp įstrižainių didumą. 
Duoti vektoriai a= (—1; —3; 0) ir 6= (2; —2; —2). Apskai- 
čiuokite |2a — 3b]. 
Kokiu kampu susikerta lygiagretainio, sudaryto iš vektorių 
p —8a--4b ir q—4a4 b, jstriZaines, kai a ir b— vienetiniai 
vienas kitam statmeni vektoriai? 
Apskaičiuokite kampo tarp vektorių a+b ir a—b kosinusą, 
N 


> 


kai |a|=2, |5|=1 ir (2, 6) =60*. 


1562. 


1563. 


1564. 


1565. 


1566. 


1567. 


1568. 


1569. 


ass 
. Su kuriomis a ir f reikšmėmis vektorius a= (3; —1; a) stat- 


menas vektoriui b= (2; B; 1), kai 15] =3? 
Keturkampio ABCD 8=90", įstrižainė BD yra kampo B pu- 


siaukampinė, |AB|- E. Apskaičiuokite kampo tarp^vek- 


> > 
toriy BC ir AD diduma. 


—> —> " - 
. Vektorius c, kolinearus vektoriui a= (6; —8; — 7,5), su ašimi 


Oz sudaro smailųjį kampą, ir |c|=50. Apskaičiuokite vekto- 


23 
riaus c koordinates. 


. Vektorius c statmenas vektoriams a= (2; 3; —1) ir b= 


= (1; —2; 3). Apskaičiuokite jo koordinates, kai c-(2i- j+ 
dE) m 8. E 

sich PE. 
Kampas tarp vektorių d= (u; l; y$) ir b= (3; 1; 0) lygus 
i Apskaičiuokite a. 


Raskite plokštumos xOy vektorių a, statmeną vektoriui b= 

=3i—4j+5k, kai |a|=|b]. 

Apskaičiuokite vektoriaus a ilgį, kai b= (3; —2; 1), a-b=7 

ir alib. >% — 

Apskaičiuokite kampą tarp vektorių OA ir OB, kai O — koor- 
— 

dinačių pradžia, vektorius OA su ašimis Ox, Oy, Oz sudaro 

kampus a= 3 i B-3 y= io o taško B koordinatės 

(-2; -2; -2V 2). 


Su kuriomis m reikšmėmis vektoriai g= (1; m; x) ir R= 
= (7; x; mx) sudaro smailųjį kampą, kad ir koks būtų xeR? 


Su kuriomis x ir y reikšmėmis vektorius a=xi+yj+2k yra 


statmenas vektoriui b=i-¡+K, kai ac=14, c-i4 9j? 
Stačiakampėje koordinačių sistemoje xOy pažymėti du krei- 


> > — > 
vės y= x? taškai A ir B. Žinoma, kad OA -i=1 ir OB -į= —2. 


Apskaičiuokite vektoriaus 120A —30B ilgį. 
Stačiakampėje koordinačių sistemoje xOy kreivės y=x2— 
—2x+3 dalyje, esančioje pirmame ketvirtyje, pažymėti du 


taškai A(1; yi) ir B(x% 11). Apskaičiuokite vektorių ŠA ir 
OB skaliarinę sandaugą. 


21. Matematika 


XIV SKYRIUS. STEREOMETRIJA 


$ 1. TIESIŲ IR PLOKŠTUMŲ TARPUSAVIO PADĖTIS 


Iš stereometrijos aksiomų žinomi du tiesės ir plokštumos tar- 
pusavio padėties atvejai: tiesė yra plokštumoje, kai 'du skirtingi 
tos tiesės taškai priklauso plokštumai, tiesė susikerta su plokštuma, 
kai jos turi tik vieną bendrą tašką. Įrodoma, kad galimas ir tre- 
čias atvejis, kai tiesė ir plokštuma neturi bendro taško. 

I apibrėžimas. Tiesė ir plokštuma vadinamos lygiagre- 
Ciomis, kai jos neturi bendro tasko arba tiesé yra plokštumoje. 

Teisingas toks tiesės ir plokštumos lygiagretumo požymis. 

I teorema. Jei tiesė lygiagreti tiesei, esančiai plokštumoje, 
tai duotoji tiesė ir plokštuma yra lygiagrečios. 

Teisingas ir atvirkščias teiginys. 

2 teorema. Jei plokštuma eina per tiesę, lygiagrečią kitai 
plokštumai, ir kerta tą plokštumą, tai plokštumų susikirtimo linija 
yra lygiagreti duotajai tiesei. 

pavyzdys. Per piramidės ABCD (175 pav.) briaunų AD 
ir BD vidurio taškus M ir N nubrėžta plokštuma a, lygiagreti 
briaunai CD. Nubraižykite šios plokštumos ir piramidės sienų su- 
sikirtimo linijas ir apskaičiuokite jų ilgius, kai |AB|=a, |CD|— b. 

Sprendimas. Plokštuma ACD eina per tiesę CD, lygiagre- 
čią plokštumai a, todėl šių plokštumų susikirtimo linija MP turi 
būti lygiagreti tiesei CD. Analogiškai (NQ)I (CD). Kadangi tie- 
sės MP ir NO eina per briaunų AD ir BD vidurio taškus ir yra 
lygiagrečios (CD), tai [MP] ir [NQ] — trikampių ADC ir CDB 
vidurinės linijos, todėl |MP|=|v9|= Pl È, [PQ] — trikam- 


pio ABC vidurinė linija, todėl |PQ|= 3 : 


Iš stereometrijos aksiomų išplaukia, kad dvi plokštumos su- 
tampa, kai jos turi tris bendrus taškus, 
nesančius vienoje tiesėje, ir susikerta, kai 
jos yra skirtingos ir turi bendrą tašką. 
Įrodoma, kad galimas ir trečias atvejis, 
kai dvi plokštumos neturi bendro taško. 

2 apibrėžimas. Dvi plokštumos 
vadinamos lygiagrečiomis, kai jos neturi 
bendro taško arba sutampa. 

Dviejų plokštumų lygiagretumo požy- 
mis yra toks. 

3 teorema. Jei vienos plokštumos 
dvi susikertančios tiesės yra atitinkamai 
lygiagrečios kitos plokštumos dviem susi- 
kertančioms tiesėms, tai tos plokštumos 
yra lygiagrečios. 


175 pav. 
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177 pav. 


176 pav. 


dami uždavini dažnai remiamės tokiu teiginiu. 
2 RU Ap lygiagrečios plokštumos vul Aaa tre- 
čiąja plokštuma, tai jų susikirtimo linijos yta So di an x 
2 pavyzdys. Duotás kubas ABCDA,BiCiDi. TM. 
AA,D,D jstriZaine AD, ir briaunos Yi dis tašką n 
$ . NubraiZykite gautą pjūvį 5 pav). /—.— 4 
Nei Ma Kerantis plokštumą Da Meg iae a. 
Atkarpos AD, ir AM priklauso re E DB * 
e] j ra pjūvio kraštinės. Kadangi p tų 1 j 
eria D a o = gagal a aa a A 
ikirti lokštuma a linijos turi E a! A a 
As "ratinė MN turi būti lygiagreti MBs aude d 
[AD] [BC], tai [MN] |[BC]. Taigi pjūvis — ketur p 
yA iekvi CD briaunos ilgis 
dys. Kiekvienos tetraedro ABCD 2 
d D ienė DA, DC ir BC pažymėti taškai M, N, P taip, 
| MER la kalė 
kad |DM|=|CN|= E ; ĮEP|* >- Nubretiysue pjūvį, ape Aš 
kirtus tetraedrą plokštuma MNP, ir apskaičiuokite |BO|, kai 
177 pav.). l 
od Es a os P — plokštumų MNP ir ABC bendras 
t kas Kitą jų bendrą tašką gausime, radę tašką, kuriame susi- 
kerta tieses MN ir AC, priklausančios atitinkamai e 
MNP ir ABC. Pažymėkime S= (MN)N(AC). Kadangi cA dm 
bendri plokštumų MNP ir ABC taškai, tai (SP) — ju susikirtimo 
linija. Pratese (SP), gauname ketvirtąją pjūvio viršūnę Qz 
= AB). | 
AA babiatkme raide x ir nubrėžkime [QQ] l| [AC]. Tuomet 
f ; $i 
IQQiI 2 |BQi| 2 |BQ| 2 x, IQ.P| - ]BP| - 1BQi] 9 g -x- ARRIP 
~ ASPC, nes jie turi po du lygius kampus. Vadinasi, |SC|:|QQ;| = 
„+—1:(4—+): iš čia [SC|m „=. Nu- 
= [|CP|:|QiP|, t. y. ISC|:x—- g: lg -x); d i 
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brėžkime [MM,]|| [AC]. Iš trikampių MM,N ir NSC panašumo 
1 


analogiškai gautume, kad |SC|= 3 


. Lieka tik išspręsti lygtį 


Atsakymas. |B0|= 3. 


3 apibrėžimas. Tiesė ir plokštuma vadinamos statmeno- 
mis, kai tiesė yra statmena kiekvienai tiesei, esančiai plokštumoje. 

Teisingas toks tiesės ir plokštumos statmenumo požymis. 

5 teorema. Jeigu tiesė statmena kiekvienai dviejų susiker- 
tančių tiesių, esančių plokštumoje, tai tiesė ir plokštuma yra stat- 
menos. 

Spręsdami uždavinius, dažnai taikome vadinamąją trijų stat- 
menų teoremą. 

6 teorema. Plokštumoje esanti tiesė yra statmena pasvira- 
jai tada ir tik tada, kai ta tiesė statmena pasvirosios projekcijai. 

4 pavyzdys. Įrodykite, kad kubo 4BCDA,B,C,D, įstrižainė 
BD, yra statmena plokštumai 4B,C (178 pav.). 

Sprendimas. Tiesė BD yra pasvirosios BD, projekcija 
plokštumoje ABCD, nes [D¡D] L (ABCD). Kadangi siena ABCD — 
kvadratas, tai jo įstrižainės yra statmenos: [AC] 1 [BD]. Taigi 
[AC] yra statmena pasvirosios BD, projekcijai BD, todėl, taikyda- 
mi trijų statmenų teoremą, gauname [4AC].L[BD,]. Analogiškai 
įrodytume, kad [4B,] L [BD,]. Vadinasi, tiesė BD, statmena dviem 
susikertančioms tieséms AC ir AB,, esančioms plokštumoje AB,C. 
Tuomet, pritaikę 5 teoremą, gauname, kad [BD,] L (4B,C). 

5 pavyzdys. Trikampės prizmės pagrindas yra taisyklinga- 
sis trikampis, kurio kraštinės ilgis lygus a. Tiesė, jungianti viršu- 
tinio pagrindo viršūnę su apatinio pagrindo centru, statmena pag- 
rindų plokštumoms. Viso prizmės paviršiaus plotas 6 kartus dides- 
nis už pagrindo plotą. Raskite šoninės prizmės briaunos ilgį. 

Sprendimas. Sakykim, O — prizmės pagrindo centras (179 
pav.), |4A,|=x, |AB|=|BC|=|AC|=a. Žinome, kad Si456 = 


178 pav. 179 pav. 
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= LŽ Įrodysime, kad siena BB,C,C — stačiakampis. Plokštu- 
moje ABC nubrėžiame (AM) l (AO). Kadangi [40] yra [A41] 
projekcija plokštumoje ABC, tai pagal trijų statmenų teoremą 
(AM) L[AA,]. Bet [44,]||[BB,], todėl (4M) 1 [BB,]. Kadangi 
(AM)|| [BC], tai [BB,| L [BC], taigi siena BB,C,C — stačiakam- 
pis. Vadinasi, 

SBB,c,c = ax. 


Kadangi (OD).L(AB) ir [OD] yra pasvirosios A,D projekcija 
plokštumoje ABC, tai pagal trijų statmenų teoremą [AB] 1 [A1D]. 
Todėl 


2 


= 14 2 1ADI2= 2.0 
|AD|- VMAP- AD- Ve- 9, 


a2 
SaaBB—üa Vx- rus 


Analogiškai jsitikintume, kad S445, —a y e-£ . Panaudoje 
sąlygą S=6SAa5c, gauname lygtį 
» ad V3 V3 
ax --2a V: m +2. g až=6.- A a?, 
i$ kurios randame x CV 8-1) (netinka), xy 5- 1). 


'Atsakymas. |4A,|= 5 (V5-1). 


Pratimai 


1570. Tetraedras ABCD perkirstas plokštuma, einančia per briau- 
nos AB tašką M ir lygiagrečia sienai ACD. Nubraižykite pjū- 


vį. 

1571. Gretasienis ABCDA,B,C,D, perkirstas plokštuma, einančia 
per briauną AA, ir briaunos CD tašką M. Nubraižykite pjūvį. 

1572. Duotos dvi susikertančios plokštumos a ir f. Per tašką A 
nubrėžkite tiesę, lygiagrečią plokštumoms a ir p. 

1573. Duotas kubas ABCDA,B,C,Dį; čia [4AA,], [BB], [CC], 
[DD;] — šoninės briaunos. Plokštuma eina per viršūnę A, 
briaunos BC vidurį ir sienos DCC¡D, centra. Nubraižykite 

pjūvį. 

1574. Iš taško M, esančio šalia dviejų lygiagrečių plokštumų, nu- 

brėžtos dvi tiesės, kurios kerta plokštumas atitinkamai taš- 
kuose A, B ir A,, Bı. Apskaičiuokite |44,|, kai |BB,|=28 cm 
ir |MA|:|AB|=5: 2. l 

1575. Duotas tetraedras ABCD. Nubraižykite pjūvį, gautą, perkir- 
tus tetraedrą plokštuma, lygiagrečia briaunai AC ir einan- 
čia per briaunos CD tašką M bei sienos ABD tašką N. 

1576. Piramidės ABCD briaunose DA, DB ir DC pažymėti taškai 
M, N ir P. E — pagrindo ABC pusiaukraštinių susikirtimo 
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1577. 


1578. 


1579. 


1580. 


1581. 


1582. 


1583. 


1584. 


1585. 


1586. 


1587. 


1588. 


1589. 
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taškas. Nubrėžkite plokštumos MNP ir atkarpos DE susikir- 
timo tašką. 

Taškai M ir N priklauso kubo ABCDA,B,C,D, briaunoms 
AA, ir BB,, be to, |AM|:|MA,|=1:2 ir |BN|:|NB,|=2: 1. 
Kubo briaunos ilgis lygus a. Per taškus M ir N nubrėžta 
plokštuma, lygiagreti briaunai AC. Apskaičiuokite gauto pjü- 
vio perimetrą. 

Piramidės SABCD pagrindas yra lygiagretainis ABCD. Per 
viršūnę A, briaunų SB ir SD vidurio taškus M ir P išvesta 
plokštuma. Nubraižykite gautą pjūvį ir raskite santykį, kų- 
riuo šis pjūvis dalija briauną SC. 

Tetraedro ABCD briauna AB statmena briaunai CD, o briau- 
na AC —briaunai BD. Įrodykite, kad tetraedro aukštinės 
DO pagrindas yra trikampio ABC aukštinių (arba jų tęsinių) 
susikirtimo taškas. 

Duota taisyklingoji keturkampė prizmė ABCDA¡B¡C¡D,. Įro- 
dykite, kad plokštumos AD,C ir BB,D,D yra statmenos. 
Taškas A nutolęs nuo plokštumos 12 cm. Raskite pasvirosios 
AB projekcijos ilgį, kai |AB| 237 cm. 

Stačiakampio kraštinių ilgiai lygūs 9 cm ir 8 cm. Iš jo vir. 
šūnės į stačiakampio plokštumą nubrėžtas 12 cm ilgio stat- 
muo. Raskite atstumus nuo statmens galo iki staciakampia 
viršūnių. 

Stačiojo trikampio ABC statiniai lygūs 12 cm ir 16 cm. Iš 
stačiojo kampo viršūnės C į trikampio plokštumą nubrėžtas 
28 cm ilgio statmuo CM. Raskite taško M atstumą nuo jZam- 
binės. 

Iš atkarpos AB, nesančios plokštumoje a, galų į šią plok&- 
tumą nubrėžti statmenys AC ir BD. Apskaičiuokite atkarpos 
AB projekcijos ilgį plokštumoje a, kai |AB| 226 cm, |AC|= 
=32 cm, |BD|=22 cm. 

Taisyklingoje keturkampėje piramidéje ABCDA,B,C,D, iš. 
viršūnės B, į plokštumą AD,C nubrėžtas statmuo B,M. Ras. 
kite |B,M|, kai |AB|=a, |AA,|=b. 

Taisyklingoji trikampė piramidė SABC perkirsta plokštuma, 
einančia per briaunos SA vidurį M, statmenai piramidės pag- 
rindo aukštinei CM. Nubraižykite pjūvį. 

Per kubo briaunos AA, vidurio tašką M nubrėžta plokštuma, 
statmena kubo įstrižainei B,D. Nubraižykite pjūvį ir apskai- 
čiuokite, kokiu santykiu pjūvis dalija šią įstrižainę. 
Taisyklingosios keturkampės piramidės SABCD kiekvienos, 
briaunos ilgis lygus a. Nubraižykite pjūvį, einantį per pag- 
rindo įstrižainę BD statmenai sienai SCD, ir apskaičiuokite. 
jo plotą. 

Taisyklingosios piramidės SABCD pagrindo kraštinės ilgis. 
lygus a, šonines briaunos ilgis l. Nubraižykite pjūvį, gautą, 
perkirtus piramidę plokštuma, statmena šoninei briaunai SC 
ir einančia per jos vidurį, bei apskaičiuokite. pjūvio plotą, 


kai l= Vža 


"> 


$ 2. DVISIENIAI IR DAUGIASIENIAI KAMPAI 


l apibrėžimas. Dvisieniu kampu vadinama figūra, suda- 
ryta iš dviejų pusplokštumių a ir p, kurias riboja ta pati tiesė MN 
(180 pav.). 

Pusplokštumės a ir f vadinamos kampo sienomis, tiesė MN — 
kampo briauna. i 

Dvisienį kampą žymėsime Z MN. 

2 apibrėžimas. Dvisienio kampo ir plokštumos, statme- 
nos jo briaunai, sankirta vadinama dvisienio kampo tiesiniu kam- 
pu (181 pav.). Taigi 

ZABC=y 1 Z MN (yL ZMN). 


Dvisienio kampo tiesinį kampą galime gauti taip: pažymime 
bet kurį briaunos MN tašką B ir iš jo skirtingose dvisienio kampo 
sienose a ir f nubrėžiame du statmenis briaunai MN. 

3 apibrėžimas. Dvisienio kampo didumu vadinamas jo 
tiesinio kampo didumas. 

1 pavyzdys. Raskite dvisienio kampo, kurį sudaro taisyk- 
lingojo tetraedro sienos, didumą. 

Sprendimas. Rasime dvisienio kampo AC didumą (182 
pav.). Pirmiausia nubrėšime jo tiesinį kampą. Sakykim, [$0] — 
tetraedro aukštinė, [SD] — sienos ASC aukštinė. Tuomet [DO] — 
aukštinės SD projekcija plokštumoje ABC. Kadangi [SD] 1 [AC], 
tai pagal trijų statmenų teoremą [BD] L [AC]. Vadinasi, 
Z SDB — dvisienio kampo AC tiesinis kampas. |AB| pazymékime 


raide a, tuomet |BD|= Ve- 4 =4 


V3 l 3 
I$. ino|- 4180-46, 
/3 N 
¡SD|=|BD|=2 ; $ „cos SDB= RILL, todėl SDB = arccos i , 
2 pavyzdys. Du lygūs kvadratai turi bendrą kraštinę, o jų 
plokštumos sudaro dvisienį kampą, kurio didumas a. Iš bendros 
viršūnės kiekviename kvadrate nubrėžtos įstrižainės (183 pav.). 
Raskite kampą tarp šių įstrižainių. 


M 


150 pav. 


327 


182 pav. 183 pav. 


Sprendimas. ZB,AB — tiesinis dvisienio kampo AD kam- 

eS . 
pas, nes [BA] L [AD] ir [B,A] L [AD], todėl B,AB=a. Pažymė- 
kime |B,4|=|AB|=a ir trikampiui B,AB pritaikykime sinusy teo- 

1B1B] _ a 

rema: ——=— = 
sin (90*— $) 
BB,D pritaikykime kosinusy teoremą: 


|BB,|2= |B,D|24+ |BD |? —2| B3D |-| BD]|- cos BDB,. 


io f . bsa 
; iš čia |B,B|=2a sin 5. Trikampiui 


Kadangi |B,D|=|BD|=a Y 2, tai 


[^7 AN 
4a?sin? y — 2a? 4- 2a? — 4a? cos BDB;. 


Iš čia 


^ sin p 
BDB, =2 arcsin "ih 


Sakykim, ABCD. ..K — bet koks daugiakampis, S — taškas, ne- 
priklausantis jo plokštumai. i j o * 

4 apibrėžimas. Visų spindulių, turinčių bendrą pradžią 
S ir kertančių daugiakampį ABCD...K, sąjunga vadinama dau- 

iasieniu kampu (184 pav.). l 

p 3 pavy zd i E beds kampo plokščiųjų kampų didu- 
mas lygus 60°. Bendroje jų briaunoje nuo kampo viršūnės atidėta 
4 cm ilgio atkarpa. Raskite šios atkarpos projekciją trečiajame 
plokščiajame kampe, kuris yra status. 


N N N 5 

Sprendimas. Pagal sąlygą ABS=CBS=60, ABC=90°, 

isB|L4 cm, [SO].L (ABC) (185 pav.), kartu (ASC) 1 (ABC). 

Tuomet |AB| — |BC| ir |AS| 2 |SC|. Todėl [SO] — pusiaukrastiné, 

[BO] — AABC pusiaukrastiné ir aukstine. |BO| pažymėkime raide 

x, tuomet |OC|=x ir |BC|=x V 2. Trikampiui SBC pritaikykime 
kosinusų teoremą: 
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[0] 


184 pav. 185 pav. 


ĮSC|2=164+2x2—2-4-xV 2. cos 60°=16+2x2—4x V 2. Tuomet 
iš trikampio SOC |SO|2=164+2x2—4x V 2—x2=1641x2—4xV 2. 
Antra vertus, |SO|2= |SB|?— |0B|?=16—x2. Gauname lygtį 
16--xi—4x 1 2—16— x2, 
kurią išsprendę, randame x=2 Y 2. 
Atsakymas. 2V 2 cm. 


Pratimai 


1590. Per stačiojo lygiašonio trikampio įžambinę nubrėžta plokš- 
tuma a, kuri su trikampio plokštuma sudaro 30? kampą. 
Raskite stačiojo kampo viršūnės atstumą iki plokštumos a, 
kai įžambinės ilgis lygus 40 cm. 


1591. Du lygiašoniai trikampiai turi bendrą pagrindą, kurio ilgis 


16 cm, o jų plokštumos sudaro 60^ kampą. Vieno trikampio 
šoninės kraštinės ilgis lygus 17 cm, o kito trikampio šoni- 
nės kraštinės statmenos viena kitai. Apskaičiuokite atstumą 
tarp trikampio viršūnių. 

1592. Lygiakraštis trikampis pasviręs į kvadrato plokštumą kam- 
pu a. Kvadrato kraštinė lygi trikampio kraštinei. Kokį kam- 
pa sudaro trikampio šoninė kraštinė su kvadrato plokštuma? 

1593. Raskite dvisienio kampo didumą, kai atstumas nuo taško, 
pažymėto vienoje sienoje, iki briaunos yra du kartus dides- 
nis už atstumą nuo to taško iki kitos sienos. 

1594. Iš stačiakampio ABCD (|AB|>|CD|) viršūnės A nubrėžtas 
statmuo AM jo plokštumai. Taškas M sujungtas su kitomis 
stačiakampio viršūnėmis. Atkarpa BM pasvirusi į stačiakam- 
pio plokštumą kampu a, o [MC] — kampu f. Koks kampas 
yra tarp stačiakampio įstrižainių? 


329 


1595. Lygiašonio stačiojo trikampio ABC statinis AC yra plokštu- 
moje a, o statinis BC sudaro su ja 45” kampą. Kokį kampą 
įžambinė AB sudaro su plokštuma a? 

1596. Taisyklingosios šešiakampės piramidės SABCDEF aukštinės 


ir pagrindo kraštinės santykis lygus V 6:4. Kam lygus 
kampas tarp plokštumų SBC ir SDE? 

1597. Dvisienio kampo, kurio didumas lygus 120“, briaunoje ati- 
dėta atkarpa c ir iš jos galų skirtingose sienose iškelti ilgio 
a ir b statmenys. Apskaičiuokite atstumą tarp šių statmenų 
galų. 

1598. Dvisienio kampo, kurio didumas a, viduje pažymėtas taškas 
M. Atstumai nuo jo iki sienų lygūs d. Raskite atstumą nuo 
šio taško iki kampo briaunos. 

1599. Skritulys, kurio spindulys R, projektuojamas į plokštumą, 
pasvirusią į skritulio plokštumą kampu g<90“. Raskite pro- 
jekcijos plotą. 

1600. Iš taško, esančio stačiojo dvisienio kampo briaunoje, kampo 
sienose nubrėžtos dvi tieses, sudarančios su briauna 495? 
kampus. Apskaičiuokite kampą tarp šių tiesių. 

1601. Trisienio kampo plokščiųjų kampų didumai atitinkamai ly- 
gūs 45°, 60° ir 45°. Raskite ta dvisienį kampą, kurį sudaro 
sienos, kurių plokščiųjų kampų didumai lygūs 45“. 


1602. Trisienio kampo SABC plokščiųjų kampų didumai BSC=a, 


Pass IN 
CBA=p, ASB=y. Kam lygūs šio trisienio kampo dvisieniai 
kampai? 
1603. Trisienio kampo SABC plokščiųjų kampų ASB, ASC ir dvi- 
sienio kampo SA didumai lygūs 60°. Apskaičiuokite kampo 
BSC didumą. 


S 3. BRIAUNAINIAI 


1 apibrėžimas. Briaunainis, kurio dvi sienos — lygiagre- 
čiose plokštumose esantys n-kampiai, o kitos sienos — lygiagretai- 
niai, vadinamas prizme (186 pav.). 

Prizmės skirstomos į pasvirąsias ir sta- 
čiąsias. Pastarųjų šoninės briaunos stat- 
menos pagrindų plokštumoms. Stačioji 
prizmė, kurios pagrindas yra taisyklinga- 
sis daugiakampis, vadinama taisyklingąja 
prizme. 

2 apibrėžimas. Gretasieniu va- 
dinama prizmė, kurios pagrindas yra ly- 
giagretainis. 

Visos gretasienio įstrižainės susikerta 
viename taške, ir tas taškas dalija jas pu- 
siau. 


E, D, 
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187 pav. 188 pav. 


, Gretasienis, kurio šoninės briaunos statmenos pagrindo plokš- 
ne vadinamas staciuoju. Jeigu jo pagrindas yra stačiakampis, 
al toks gretasienis vadinamas stačiakampiu gretasieniu. Stačia- 


pus gretasienis, kurio visi trys matmenys lygūs, vadinamas 
u. 


Stačiosios prizmės ir stačiojo gretasienio šoninio paviršiaus 


plotas 
Sion =P * a, 
o türis 
V —Spagr d a; 

čia a — šoninės briaunos ilgis, P — i i 
ARE. g pagrindo perimetras, Spagr — 

1 pavyzdys. Taisyklingosios keturkampė izmė 
ABCDA,B,C,D, įstrižainės DB, ir BD, yra stat E Kalė kais 
sudaro įstrižainės A,C ir DB, (187 net Ks 

Sprendimas. „Sakykim, |AB|=|BC|=a. BDD,B, — lygia- 
gretainis, kurio įstrižainės statmenos, todėl BDD,B, — rombas. 
Vadinasi, |BB,|=|BD|=a+ 2. DA,B,C — stačiakampis, kurio 
kraštinės ¡A¡D|= V a?4+2a%=a V3, ¡DC|=a. Tuomet |A,C|— 
= V¡A1D¡?+]DC[?= y 3a2+a2=2a, |A,0|=|0B,|=a. Taigi tri- 
kampis A,0B, — lygiakraštis, todėl AOB, =60°. 

„sakymas, 60“. 

pavyzdys. Stačiakampio gretasienio įstrižainė su in- 
do plokštuma sudaro kampą a, o su omini siena — kampa B 
2 aukštinės ilgis lygus H. Apskaičiuokite gretasienio 
ūrį. i 
M AN ^N 

Sprendima s. BDB, pažymėkime raide a, AB,D — raide B 

(188 pav.). Tuomet iš trikampio B,DB gauname |BD| =H ctg a ir 
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ones E, Iš trikampio AB,D randame |AD|=|B,D| - sin 8= 
sin P 


a 


= SB o iš trikampio ABD — |AB|= V |BDÉ— |ADB- 


sina 


= Vm ctgža— mb = V cos? a—sin? B= 
_H V cos(a-4- B)cos(a— B) 
Zi sina j 
Tūrį apskaičiuojame pagal formulę 
V=|4B|- |AD|- |AAıl. 


HP sin B. V cos(a-- )cos(a— B) 
sin? a 


Atsakymas. ; 

3 apibrėžimas. Briaunainis, kurio viena siena yra bet 
koks daugiakampis, o kitos sienos — trikampiai, turintys bendrą 
viršūnę, vadinamas piramide (189 pav.). 

Piramidė, kurios pagrindas — taisyklingasis daugiakampis, o 
piramidės viršūnės projekcija — to daugiakampio centras, vadi- 
nama taisyklingąja. Taisyklingosios piramidės šoninės sienos aukš- 
tinė, nubrėžta iš jos viršūnės, vadinama tos piramidės apotema. 
Taisyklingosios piramidės šoninio paviršiaus plotas apskaičiuoja- 
mas pagal formulę 


1 
Sion => P + Azon ; 


P — pagrindo perimetras, Ason — apotemos ilgis. 

Piramidės pagrindui lygiagreti plokštuma nukerta nuo pirami- 
dės nupjautinę piramidę. Jeigu pastaroji yra taisyklinga, tai jos 
šoninio paviršiaus plotas apskaičiuojamas pagal formulę 


Son => (Pi+ P3)* Ason; 


čia Pı, P, — pagrindų perimetrai, Ason — 
nupjautinės piramidės apotemos (šoninės 
sienos aukštinės) ilgis. 

Bet kokios piramidės tūris apskaičiuo- 
jamas pagal formulę 


V= 3 Spagr Hy 


čia Spagr — pagrindo plotas, H — pirami- 
dės aukštinės ilgis. 

Nupjautinės piramidės tūris, kai pa- 
grindų plotai S; ir S2, o aukštinės ilgis H, 
apskaičiuojamas pagal formulę 


V= 3 H(Si+ VSiSi-S)). 
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i i i i ės piramidės šoninė 
3 pavyzdys. Taisyklingosios trikampės pirami $ 
TR su ada plokštuma sudaro kampą a ir yra nutolusi 
nuo priešingos pagrindo kraštinės vidurio atstumu a. Raskite pira- 
midės tūrį. ` 
Sprendimas. SAD pažymėkime raide a, o |ED| — raide a; 
čia [ADI L [CB], [ED] L [AS] (190 pav.). Iš stačiojo trikampio 
uo dS LI AE, B žymėję raide x, 
AED randame |AD|— — = Ina" Tuomet |AB| pažymėję 
iš trikampio ABD gauname: 
F a5 iš čia |AB| 2x— A A 
V 3sin a 


sinta 4 


Iš trikampio ASO randame piramidės aukštinę ¡SO|=|40]| - tg a= 
a 
= 3 sina 


AO M à de 
V= 3 5 ICBI: |AD|- |SO|= 5 


a 2a 2a? 


X ————— «4 


sina 3cosa  9V3sinžacos a 


2a 
i p e met 
tg a 3c0s a Tuo 


2a 
V 3 sin a 


avyzdys. Taisyklingoje keturkampéje piramidéje per 
a la cti nubrėžta plokštuma, sudaranti su pagrindu kam- 
pa B. Piramidés apotemos ilgis lygus a, o šoninė siena pasvirdss 
ı pagrindo plokštumą kampu a. Raskite gautojo pjūvio plotą. 
Sprendimas. Pjūvis — lygiašonė trapecija DEFC (191 


pav.) Jos plotas S= Ž (|DC|+|EF|) - GN]. NGK pažymėkime 
ide B, SGO — raide a. Iš trikampio SGO randame |OG|=acosa, 
podal HA —9a cos a. Taikome sinusų teoremą trikampiui SNG: 


|GN| INS) A y 
sin(1800—2g)  sinta—B)  sin(a+B) ” 


191 pav. 
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iš čia |GN|= > INS|= 
. asin (a—f) 


e |EF| LINS] |EF|  asin(a—p) | 
" AB| |SK|'2acosa  sin(a+PB)-a ” 
D iš čia 
B |EF|= 2a cos a sin(a— B) 
192 pav. NES i 
Taigi 
1 2a i — i 
s= L (94 cos a sin(a— f) . a sin2a 
2 cos a+ sin (a-- p) ) sin(a+ß) * 
Atsat a? sin? 2a cos B 
akymas. — A * 


9 pavyzdys. Trikampės piramidės SABC siena SBC stat- 
mena sienai ABC, visi plokštieji kampai prie viršūnės S lygūs 2. 


ĮSB =|SC|=1 cm (192 pav.) Apskaičiuokite šios piramidės tūrį 
¡=] 2 1 Jo idés tūrį. 
p Sprendimas. Briaunos BC vidurio tašką oe id n 

e D. Tuomet [AD] — duotosios piramidės aukštinė. Sakykim, 


|AD|=x. Turime |BD|- +cm, |$D|- 73. cm, |AS|= V xx i. 


Iš trikampio ABD randame |AB| — V x +. Trikampiui ASB pri- 
taikome kosinusy teorema: 


|AB|?=|AS|?+|SB|?—2|AS] - |SB| cos 3, 


Atsakymas. A em 


¿O 


Pratimai 


1604. menos trikampės prizmės šoninės briaunos ilgis 80 cm 
. — . . d 

sta s pjüvio (pjūvio, kuris gaunamas, perkirtus priz- 

mę plokštuma, statmena šoninėms briaunoms) kraštinės su- 


tinka kaip 4: 13:15, o plotas lygus 384 cm?. A ičiuoki 
prizmės šoninio paviršiaus plat IA O 
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1605. 


1610. 


1611. 


1617. 


2618. 


Staciojo gretasienio pagrindas — rombas, kurio trumpesnés 
įstrižainės ilgis d, o smailiojo kampo didumas a. Gretasienio 

Au A Rcs d i vis ; ; T 
aukštinės ilgis lygus 5. Apskaičiuokite viso gretasienio pa- 
viršiaus plotą. 


. Visų plokščiųjų gretasienio kampų prie vienos viršūnės di- 


dumai lygūs 45”, o briaunų ilgiai atitinkamai lygūs a, b, c. 
Apskaičiuokite gretasienio tūrį. 


. Taisyklingosios šešiakampės prizmės šoninės sienos įstri- 


žainė, kurios ilgis /, pasvirusi į pagrindo plokštumą kampu 
a. Kam lygus šios prizmės šoninio paviršiaus plotas? 


„ Kubo briaunos ilgis lygus a. Raskite atstumą nuo jo vir- 


šūnės iki įstrižainės. 


„ Pasvirojo gretasienio pagrindas yra rombas, kurio kraštinės 


ilgis 60 cm. Pjūvio, nubrėžto per ilgesniąją pagrindo įstri- 
žainę statmenai pagrindui, plotas lygus 72 dm?. Soninių 
briaunų ilgis 80 cm ir jos pasvirusios į pagrindo plokštumą 
60° kampu. Koks trumpesniosios pagrindo įstrižainės ilgis? 
Stačiojo gretasienio pagrindo kraštinės, kurių ilgiai lygūs 
3 cm ir 4 cm, sudaro 60? kampą. Šoninė briauna yra pagrin- 
do kraštinių geometrinis vidurkis. Raskite gretasienio įstri- 
žainių ilgius. 

Kubo briaunos ilgis lygus a. Plokštuma per sienos ABCD 
įstrižainę AC nubrėžta taip, kad gautasis pjūvis yra trape- 
cija, kurios smailiojo kampo didumas lygus arctos mrz Ap- 
skaičiuokite atstumą tarp viršūnės B ir kertančiosios plokš- 
tumos. 


. Stačiakampio gretasienio ABCDA,B,C,D, briaunų AB, AD 


ir AA, ilgiai atitinkamai lygūs a, b ir c. Kokį kampą sudaro 
plokštumos AB,D, ir A,C,D? 


. Stačiosios trikampės prizmės pagrindas — statusis trikam- 


pis, kurio statinių ilgiai lygūs a ir b. Plokštuma visas šoni- 
nes prizmės briaunas kerta taip, kad gautasis pjūvis yra tai- 
syklingasis trikampis. Raskite šio trikampio kraštinės ilgį. 


. Taisyklingojo tetraedro tūris lygus V. Raskite jo aukštinės 


ilgį. 


. Nupjautinės piramidės tūris 1720 m, jos aukštinės ilgis 


20 m, pagrindų kraštinių santykis yra 5:8. Apskaičiuokite 
piramidės pagrindų plotus. 


. Taisyklingosios trikampės piramidės šoninės briaunos ilgis 


I, o aukštinės ilgis A. Kam lygus dvisienis kampas prie pag- 
rindo? 

Taisyklingosios keturkampės piramidės šoninės sienos peri- 
metras 2p, o plokščiasis kampas prie viršūnės a. Raskite pi- 
ramidės tūrį. 

Taisyklingosios. keturkampės piramidės plokščiojo kampo 
prie viršūnės didumas lygus a, o į šoninę sieną įbrėžto aps- 
kritimo spindulys lygus r. Apskaičiuokite piramidės tūrį. 
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1619. Piramidės pagrindas — rombas, kurio kraštinės ilgis a, o 
smailiojo kampo didumas p. Dvisieniai kampai prie pagrin- 
do lygūs a. Raskite piramidės viso paviršiaus plotą ir tūrį. 

1620. Taisyklingosios trikampės piramidės plokščiasis kampas prie 
viršūnės a, o apskritimo, apibrėžto apie šoninę sieną, spin- 
dulys R. Raskite piramidės tūrį. 

1621. Piramidės pagrindas — statusis trikampis, kurio vieno smai- 
liojo kampo didumas a, o į jį įbrėžto apskritimo spindulys 
r. Kiekviena siena pasvirusi į pagrindo plokštumą kampu a. 
Raskite piramidės viso paviršiaus plotą ir tūrį. 

1622. Žinodami pagrindo kraštinės ilgį a bei aukštinės ilgį A, ras- 
kite taisyklingosios trikampės, keturkampės, šešiakampės pi- 
ramidės apotemą. 

1623. Žinodami pagrindo kraštinės ilgį a bei šoninės briaunos ilgį 
b, raskite taisyklingosios trikampės, keturkampės, šešiakam- 
pės piramidės aukštinę. 

1624. Piramidės pagrindas — lygiagretainis, kurio kraštinių ilgiai 
lygūs 3 cm ir 7 cm, o vienos jo įstrižainių ilgis 6 cm. Pira- 
midės aukštinė eina per pagrindo įstrižainių susikirtimo taš- 
ką, ir jos ilgis 4 cm. Raskite šoninių briaunų ilgius. 

1625. Piramidės pagrindas — lygiašonis trikampis, kurio kraštinių 
ilgiai 12 cm, 10 cm ir 10 cm. Šoninės sienos pasvirusios 
į pagrindo plokštumą 45? kampu. Raskite piramidės aukšti- 

nės ilgį. 

1626. Nupjautinės piramidės aukštinės ilgis h, o pagrindų plotai 
lygūs Q ir q (Q>g). Kokiu atstumu nuo apatinio pagrindo 
reikia nubrėžti lygiagrečią jam plokštumą, kad pjūvio plotas 
būtų pagrindų plotų geometrinis vidurkis? 

1627. Trikampėje piramidėje SABC nubraižytas pjūvis A,B,C,, ly- 
giagretus piramidės pagrindui, be to, |S4,|: |SA| =k. Jeigu 
V, ir V — atitinkamai piramidžių SA,B,C, ir SABC tūriai, 
tai V, =K3V. Įrodykite. 

1628. Keturkampéje piramidėje SABCD, kurios pagrindas — lygia- 
gretainis ABCD, per briauną AB ir briaunos SC vidurį M 
nubraižytas pjūvis. Raskite dalių, į kurias šis pjūvis dalija 
piramidę, tūrių santykį. 


S 4. VEKTORINIS STEREOMETRIJOS UŽDAVINIŲ 
SPRENDIMO BŪDAS 


Kai kuriuos stereometrijos uždavinius, ypač tuos, kuriuose rei- 
kia apskaičiuoti kampą tarp tiesių, kampą tarp tiesės ir plokštu- 
mos, galima išspręsti, taikant vektorius bei su jais susijusias są- 
vokas. Spręsdami tokius uždavinius, paprastai patys pasirenkame 
koordinačių sistemą, o nagrinėjamas tieses pakeičiame vekto- 
riais — mat kampus tarp vektorių apskaičiuoti nesunku. 

1 pavyzdys. Erdvėje pažymėti keturi taškai A, B, C, D. 
Įrodykite, kad atkarpų BC ir AD, CA ir BD, AB ir CD ilgių san- 
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193 pav. 194 pav. 


suma 


daugų, padaugintų iš atitinkamų kampų tarp jų kosinusų, 


PERO dimas. Prisiminę vektorių skaliarinę sandaugą, su- 


vokiame, kad turime įrodyti lygybę 
Bt . AD CÀ- BD4-AB- CD—0 (193 pav.). 


- Bet kur erdvėje pasirinkime koordinačių sistema. Pažymėkime 


$ — - — > > > 

OÀ-d OB=5, OC=c, OD=d. Tuomet BC=c—b, AD=d-a, 
CA e d 0, BD=d-b, AB=b-a, CD=d-c. Žinome, kad vektorius 
galima dauginti kaip daugianarius. Taigi 

Bč.AD+CA-BD+AB CD (c—b) (d—a)  (a—c) (d—5) + 
+ (£—a) (d — c) e éd - bd - ac^ ab-- ad — cd — ab bcr bd — ad— 
ix, Mi gru 

9 pavyzdys. Taisyklingosios keturkampės pirami ės SAB 
nine i estira! į pagrindo plokštumą kampu a; by. 
K — briaunos BS vidurio taškas. Raskite kampą q tarp tiesių 


i S. . . . Y 
s 2 prendimas. Koordinačių sistemą parinkime taip, kad ašys 


Ox ir Oy sutaptų su pagrindo įstrižainėmis, o ašis Oz — su pira- 
dès auk&tine (194 pav.). SAO pažymėkime raide a, [KL] 1 [OB], 
p n [KL] — trikampio SBO vidurinė linija 
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:22. Matematika 


ir |OL|= 5 „Kampas q tarp tiesių AK ir SC lygus kampui tarp 


- — 
vektorių Ak ir CS. Pirmiausia turime rasti šių vektorių koordina- 


tes. Tai padaryti nesunku, žinant taškų A, K, S ir C koordinates: 


A(0; —|40|; 0), K(JOL|; 0; |KL|), S(0; 0; |0S|), C(0; |OC|; 0). 
Kadangi |40|=a, |OL|— 2, tai |OS|=atga, |ĮKL|= 5 tga. 
Tuomet taškai A, K, S ir C turi tokias koordinates: A(0; — a; 0), 


K(5; 0; Ftga), S(0; 0; atga), C(0; a; 0), ir AK- (25 a; 
— 
$ ga), CS= (0; —a; atg a). Dabar randame kampą q: 
HANE e. =$ 
cos p=cos(AK, CS) = L m 
|AK|-|CS| 
pa -0+ 5 tgta o 1-300s*0 
yz gis T igra: Vayada V 14+4cosža 
3 pavyzdys. Kubo ABCDA,B,C,D, briaunos ilgis lygus a. 
Raskite atstumą tarp dviejų gretimų jo sienų įstrižainių AD, ir 
DC, (195 pav.). 
Sprendimas. [MN] — bendras statmuo atkarpoms AD, ir 
— 
DC,, taigi ieškomasis atstumas bus lygus |MN|, kurį galėsime 


rasti, žinodami vektoriaus MN koordinates. Aišku, jas rastume, jei 
būtų žinomos taškų M ir N koordinatės, bet pastarąsias surasti 
sunku, nes nežinome taškų M ir N padėties. Tačiau žinome, kad 
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po 


> — -> > — — ] -> — 2 
MN LAD, ir MN LDC,, todėl MN -AD,=0 ir MN - DC,—0. Koordi- 
načių sistemą parinkime taip, kaip parodyta 195 paveiksle. Tuomet 


A(0; 0; 0), Di(0; a; a), D(0; a; 0), Ci (a; a; a) ir AD,= (0; a; a), 


DC,= (a; 0; a). f E 
Prisiminę vektorių sudėtį, parašome lygybę 


AM+MN+ND+DA=0; 
> > > > 
iš čia MN=—AM-ND- DA. 
Kadangi AMIAD, ir ND||DC,, tai yra tokie skaičiai a ir B, kad 


p — => > > 
AM=aAD¡=(0; aa; aa), ND—8DC;- (pa; 0; Ba). Randame DA = 
= (0; —a; 0). Vadinasi, 


MN = (- ga; —aa+a; —aa-— Pa). 
> . e . => .y . 
Iš vektoriaus MN statmenumo vektoriams AD, ir DC, išplaukia 
pl etape ua Di p] cos idest 


— pa?--a( —aa— pa) =0 —28—a=0; 

iš čia a= $i =- 4. Tuomet MN= (5 i = 5) ir 
mE dd dg a. 
|IMN|— ria "uh 


Tarkime, kad tiesė / su plokštuma a sudaro kampą q. Nubrėž- 


kime bet kokį vektorių n= (a; b; c), statmeną plokštumai a 
(196 pav.). Tuomet plokštumos lygtis bus ax+by+cz+d=0. 


Kampa q rasime, apskaičiavę kampą 90”—q, kurį vektorius n su- 


196 pav. 
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— 
daro su bet kokiu vektoriumi AB, esančiu tiesėje I arba lygiagre- 
čiu jai. Tuomet 

cos (90? — 9) =sin p= 2e : 
In|-148]| 


4 pavyzdys. Stačiakampio gretasienio ABCDA,B,C,D, pa- 
grindas yra kvadratas ABCD. Kokį didžiausią kampą įstrižainė 
BD, gali sudaryti su plokštuma BC,D? 

Sprendimas. Pažymėkime |AB| = |BC| = m, |AA,|=k 
(197 pav.) ir parinkime koordinačių sistemą taip, kaip pavaizduota 


šiame paveiksle. Tuomet BD,= (m; m; k). Sakykim, plokštumos 
BC,D lygtis ax + by + cz + d =0. Kadangi taškai B(0; 0; 0), 
D(m; m; 0), Ci(0, m; k) yra šios plokštumos taškai, tai jie turi 
tenkinti jos lygtį. Taigi gauname tris lygybes: d—0, am--bm--d— 
=0, bm+ck+d=0, iš kurių nesunkiai randame: a= E, po c $ 
Taigi plokštumos lygtis įgyja išraišką 

—x— £ y+cz=0, 

kx—ky+mz=0. 


Vadinasi, n= (k; —k; m). Todėl 


sin p= n-BD, _ km—km+km 
-> > R24 p2 2; 2 ak 
TBLDN V k2--.k2--m?. 14 mpm? +k 
km 1 


Vien Vi M, pur. Wu pr 


= pažymėkime raide x. Tuomet sin p= — E 


V ere (24 E i 


Aišku, kad sin qy įgys didžiausią reikšmę su ta x reikšme, su 


kuria funkcija y=(2+x) (2+ $) įgys mažiausią reikšmę. Panau- 

doję išvestinę, nesunkiai rastume, kad x= 1. Taigi sin p= E ir p= 
S | 

=arcsin >. 

Pratimai 

1629. Duotas tetraedras SABC. Žinodami jo briaunų ilgius |S4]= 
=a, |BC|=a,, |SB|=b, |AC|=b,, |SC|=c, |AB|=c,, ras- 
kite kampą q tarp briaunų SA ir BC. 
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1630. Jei tetraedre yra dvi poros priešingų statmenų viena kitai 
briaunų, tai trečiosios poros priešingos briaunos irgi bus 
statmenos. Įrodykite. 

1631. Įrodykite, kad taisyklingosios keturkampės piramidės prie- 
šingos briaunos yra viena kitai statmenos. 

1632. Stačiakampio gretasienio įstrižainė, nubrėžta per jo viršū- 
nę A, su dviem briaunomis, išeinančiomis iš taško A, sudaro 
60? kampus. Kokį kampą ji sudaro su trečiąja briauna, iš- 
einančia iš to paties taško 4? 

1633. Stačiakampio gretasienio matmenys yra a, b, c; briauna 
c — jo aukštinė. Raskite kampą q, kurį sudaro gretasienio 
įstrižainė su jos nekertančia pagrindo įstrižaine. 

1634. Trisienio kampo dviejų plokščiųjų kampų didumai lygūs a 
ir 8. Raskite trečio plokščiojo kampo didumą, kai priešais 


kampą esantis dvisienis kampas yra status (a< 5, p<Ž) à 


1635. Taisyklingosios keturkampės prizmės ABCDA,B,C,D, šoni- 
nės briaunos ir pagrindo kraštinės santykis lygus 2. Raskite 
kampo, kurį sudaro prizmės įstrižainė BD, su plokštuma 
BC,D, didumą. 

1636. Kubo ABCDA,B,C,D, briaunose A4,, AB, CC, pažymėti jų 
vidurio taškai E, F, M. Apskaičiuokite kampo tarp plokštu- 
mų EFD ir A,D,M didumą. 

1637. Dviejose gretimose šoninėse stačiakampio gretasienio sie- 
nose nubrėžtos nesusikertančios viena su kita įstrižainės, 
kurios pasvirusios į pagrindo plokštumą 30? ir 45? kampais. 
Koks kampas tarp šių įstrižainių? 

1638. Kubas ABCDA,B,C,D,, kurio briaunos ilgis lygus 1, per- 
kirstas plokštuma, einančia per viršūnę A, briaunos BC vi- 
durį ir sienos CDD,C, centrą. Apskaičiuokite gautojo pjūvio 
plotą. 


$ 5. SUKINIAI 


1 apibrėžimas. Figūra, gauta, stačiakampį sukant apie 
ašį, kurioje yra jo kraštinė, vadinama ritiniu (198 pav.). 

Ritinio šoninio paviršiaus plotas apskaičiuojamas pagal for- 
mulę 


Sson =21RH, 
o tūris — pagal formulę 
i V=nR2H; 
čia R — pagrindo spindulys, H — aukštinės ilgis. 
1 pavyzdys. Į taisyklingaja trikampę prizmę, kurios tūris 
pastovus ir lygus V, įbrėžtas ritinys. Raskite tokio ritinio mažiau- 
sią viso paviršiaus ploto reikšmę. 
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Sprendimas. Prizmės aukštinę pažymėkime H, pagrindo 
kraštinės ilgį a, įbrėžtinio ritinio spindulį 7 (199 pav.). Zinome, 
kad 


aV3 
t= 
todėl 
rz 2 
S=2nrH +2nr=2n el i. Hn s 
2? V3 4 á 
Iš sąlygos V= EA randame: e V3 Tuomet 


A STE - 4V al v 
Ieškome šios funkcijos kritinio taško: S'—m [e +$) =0, a= 


= y AV. Su šia a reikšme S-ny/ 2V?, 

Atsakymas. a y 2V?. 

2 apibrėžimas. Figūra, gauta, statųjį trikampį sukant 
apie ašį, kurioje yra jo stalinis, vadinama kūgiu (200 pav.). 

Kūgio šoninio paviršiaus plotas apskaičiuojamas pagal for- 
mulę 

i Sson =nRL, 
o tūris — pagal formulę 

Ve HR, 

R — pagrindo spindulys, L — kūgio sudaromosios ilgis, H — aukš- 
tinės ilgis. TP B Y zl 

2 pavyzdys. Į kūgį įbrėžta piramidė SABCD, kurios pa- 
grindas — trapecija ABCD. Raskite kūgio šoninio paviršiaus plo- 
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B 
202 pav. 


tą, kai BAD—60*, |BC|=6, |AD|=16 ([BC] ir [AD] — trapeci- 
jos pagrindai), piramidės aukštinės SO ilgis lygus 14. 

Sprendimas. Kadangi trapecija ABCD įbrėžta į skritulį, 
tai ji, kaip jau žinome, yra lygiašonė (201 pav.). Todėl EDC =60“, 
IED|= + (|AD|-|BC|)=5 ir |DC|- EPL = 10. 13 
ABD, pritaikę kosinusų teoremą, randame 

|BD|2= |AB|?4- |ADj? —2|AB| - |AD|- cos 60?— 196. 

Pagrindo spindulys AO yra apskritimo, apibrézto apie trikam- 

pi ABD, spindulys R, todėl jį galima apskaičiuoti pagal formulę 
TU INN AE p_ l4 
2R= sin 607 y3' R= Va“ 

Suradę kūgio sudaromosios |AS|= Y |40|?-- |SO|? — "E 

apskaičiuojame šoninio paviršiaus plotą 


Sion = "= = 
"UYS y3 3 


trikampio 


Atsakymas. 130 2 n. 


3 apibrėžimas. Figūra, gauta, pusskritulj sukant apie 
ašį, kurioje yra jo skersmuo, vadinama rutuliu. Jo paviršius vadi- 
namas sfera (202 pav.). 


Sieros plotas apskaičiuojamas pagal formulę 


S=4nR2, 
o rutulio tūris — pagal formulę 
Va GAR, 


čia R — rutulio spindulys. 
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Sferą galima apibūdinti kaip aibę visų erdvės taškų, nutolusių 


ojo taško teigiamu atstumu Á i 
d cre šiuo obrazini, išvesime sferos lygtį. Sakykim, 
duota stačiakampė koordinačių sistema. Sieros centras yra taške 
S(a; b; c), o jos spindulys R (203 pav.). Kiekvienas sferos taš- 
kas M(x; y; z) tenkina sąlygą |SM|=R. Pritaikę atstumo tarp 
dviejų taškų formulę, gaunauie: 


(x-a)? + (y £)*- (2 ? - RE. 


Kai sferos centras yra koordinačių pradžioje, tai jos lygtis 
tokia: poit 

3 pavyzdys. I taisyklingąją keturkampę piramidę įbrėžtas 
rutulys. Piramidės pagrindo kraštinės iigis lygus a, o plokščiojo 
kampo prie jos viršūnės didumas a. Apskaičiuokite rutulio pavir- 
Si lot i . . . . . 
M TER dimas. Apotemos SN ilgį pažymėkime l, piramidės 
aukštinės ilgį H, įbrėžtinio rutulio spindulį r (204 pav.). Tuomet 

o „am aVcosa 
Į= dg. H= yer- A 


2 sin 3 


z 


Iš trikampių OSN ir OSK panašumo išplaukia 
S 


ĮSN| _ 10181 
=p t. y. 


JON] OKI” 7 
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aH al cosa 


E ta 2 V? cos (as 3) i 


Tuomet ieškomasis paviršiaus plotas 
S= na? cos a 


2 cus? (45— $) 


Pratimai 


1639. Į ritinio pagrindą įbrėžtas statusis trikampis, kurio smai- 
liojo kampo didumas lygus f, o statinių ilgių skirtumas 
lygus m. Ritinio ašinis pjūvis yra kvadratas. Raskite ritinio 
šoninio paviršiaus plotą. 

1640. Į ritinį įbrėžtas stačiakampis gretasienis, kurio įstrižainė d 
su mažesniąja šonine siena sudaro kampą p. Gretasienio 
pagrindo įstrižainė su ilgesniąja pagrindo kraštine sudaro 
kampą a. Kam lygus ritinio tūris? 

1641. Ritinio ašinio pjūvio įstrižainė d pasvirusi į pagrindą kam- 
pu a. Raskite ritinio šoninio paviršiaus plotą ir tūrį. 

1642. | kūgio pagrindą įbrėžtas kvadratas, kurio kraštinės ilgis 
lygus a. Per kūgio viršūnę ir kvadrato kraštinę išvesta 
plokštuma. Gauto trikampio kampas prie viršūnės lygus a. 
Raskite kūgio tūrį ir viso paviršiaus plotą. 

1643. Kūgio šoninio paviršiaus išklotinės skritulinės išpjovos cent- 
rinis kampas lygus a, o stygos ilgis lygus a. Koks kūgio 
tūris? 

1644. Kūgio viso paviršiaus plotas lygus T, o sudaromoji pasvi- 
rusi į pagrindo plokštumą kampu a. Raskite kūgio tūrį. 

1645. Kūgio aukštinė lygi pagrindo spinduliui R. Per viršūnę nu- 
braižyta plokštuma, kuri nuo pagrindo apskritimo nukerta 
60? lanką. Apskaičiuokite pjūvio plotą. 

1646. Nupjautinio kūgio ašinio pjūvio įstrižainės ilgis lygus a, 

sudaromosios ilgis b. Sudaromoji pasvirusi į pagrindo plokš- 

tumą kampu a. Raskite kūgio šoninio paviršiaus plotą. 

1647. Apskaičiuokite kubo ir į jį įbrėžto „rutulio paviršių plotų 
santykį. 

1648. | kūgį, kurio sudaromoji lygi pagrindo skersmeniui, įbrėž- 
tas rutulys. Kūgio sudaromosios ilgis lygus a. Apskaičiuo- 
kite rutulio tūrį ir paviršiaus plotą. l 

1649. Apie rutulį, kurio spindulys R, apibrėžtas nupjautinis kūgis, 
kurio vieno pagrindo plotas yra dvigubai didesnis už kito 
plotą. Apskaičiuokite šio kūgio tūrį. 

1650. Apie rutulį, kurio spindulys r, apibrėžkite mažiausio tūrio 
kūgį. 

1651. Į rutulį, kurio spindulys R, įbrėžkite didžiausio tūrio ritinį. 
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1652. 


1653. 
1654. 


1655. 


1656. 
1657. 


1658. 


1659. 


Į skritulį įbrėžtas taisyklingasis trikampis. Skritulys ir tri- 
kampis sukami apie skersmenį, einantį per trikampio vir- 
šūnę. Raskite gautų sukinių tūrių santykį. 

Apie taisyklingąją trikampę prizmę, kurios tūris V, apibrėž- 
kite ritinį, kurio viso paviršiaus plotas būtų mažiausias. 

Iš skritulio išpjaunama išpjova, kurios centrinis kampas ly- 
gus a, ir susukama į kūginį piltuvėlį. Su kuria a reikšme 
gausime talpiausią piltuvėlį? 

Taškai A, B ir C priklauso sferai. Atstumai tarp šių taškų 
lygūs 5 cm, 7 cm ir 8 cm. Plokštuma, einanti per šiuos taš- 


kus, nutolusi nuo rutulio centro i cm. Apskaičiuokite sfe- 


ros spindulį. 

Kampo tarp kūgio ašies ir sudaromosios didumas lygus a. 
Raskite kūgio ir apie jį apibrėžto rutulio tūrių santykį. 
Indas yra apversto kūgio formos, kurio ašinis pjūvis — ly- 
giakraštis trikampis. Į indą įmestas geležinis rutulys, kurio 
spindulys R, ir pripilta tiek vandens, kad vandens paviršius 
liečia panardintą jame rutulį. Kokiame aukštyje bus van- 
duo, išėmus rutulį? 

Apie taisyklingąją trikampę piramidę, kurios pagrindo kraš- 
tinės ilgis lygus a, o šoninės briaunos pasvirusios į pagrin- 
do plokštumą kampu a, apibrėžtas rutulys. Raskite jo tūrį. 
Rutulys, kurio spindulys R, įbrėžtas į kūgį. Iš rutulio centro 
kūgio sudaromoji matoma kampu a. Kam lygus kūgio tūris? 


XV SKYRIUS. MATEMATIKOS STOJAMŲJŲ 
EGZAMINŲ Į LTSR AUKŠTĄSIAS 
MOKYKLAS UŽDAVINIŲ 
VARIANTAI 


VVU 


l variantas 
„1 Į rutulį, kurio tūris V, įbrėžtas kūgis. Raskite kūgio pavir- 
šiaus plotą, kai kampas prie jo ašinio pjūvio viršūnės lygus 2a. 
2. Išspręskite lygtį 4 cos? Ž=cos 2x —3 cos x. 
3. Raskite funkcijos 
Xi—3x44 
Has KE 
apibrėžimo sritį. 
fa Kokį kampą sudaro vektoriai a+b ir a-b, kai a= (1; 2; 1) 
ir b= (2; —1; 0)? 
9. Išspręskite nelygybę f(x)— g'(x) > 0, kai F(x) = sin x + 


+3 In(x—3) ir g(x)=sin x— qe, 


IJ variantas 


1. Į rutulį įbrėžtas kūgis, kurio sudaromoji pasvirusi į i 
L rutul „kurio sudaromoji pasvirusi į pagrin- 
LS kampu a. Raskite kūgio tūrį, kai rutulio spindulys 
2. Išspręskite lygčių sistemą 
Pty B 
2 3 +2 6 =6, 
x?4+-5y2? = 6xy. 
3. Išspręskite nelygybę log, ZEL «cos, 
4. Išspreskite lygtį F(x) = (0), kai f(x) =5sin x4-3 cos x. 
5. Per Tunkcijos y=1n(22—x) grafiko tašką, kurio abscisé 
x=e, nubrėžta to grafiko liestinė. Parašykite šios liestinės lygtį. 
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III variantas 


1. Statusis trikampis, kurio statinio ilgis a ir prieš jį esančio 
kampo didumas 30“, sukamas apie įžambinę. Raskite gautojo su- 
kinio paviršiaus plotą. | 

2. Išspreskite lygčių sistemą 


us y+2log, x—3, 
2+y=72. 


3. Kokios turi būti m reikšmės, kad nelygybei x?+2(m+1)x+ 
+9m—5>0 tiktų bet kurios x reikšmės? 


4. Vienetinis vektorius x statmenas vektoriams pz (1; 1; 0) ir 
b- (0; 1; 1). Apskaičiuokite vektoriaus x koordinates. 

5. Raskite funkciją F(x), kai F'(x) =cos 2x—sin 2x, F( 
—0, ir apskaičiuokite, su kuriomis x reikšmėmis F(x)=0. 


NIE! 


IV variantas 


1. Kūgio sudaromoji lygi l, o pagrindo spindulys lygus r. 
Raskite apie tą kūgį apibrėžto rutulio paviršiaus plotą. 
2. Raskite visas parametro k reikšmes, su kuriomis lygčių sis- 
temos . i 
| x+ky=3, 
kx+4y=6 


sprendinys tenkina sąlygą x>1, y>0. 
3. Išspręskite lygtį (2 sin x— cos x) (1-- cos x) =sin? x. 


4. Raskite vienetinį vektorių x, statmeną vektoriams a- (1; 
2: 2), b= (5; —4; 3) ir sudarantį su ašimi Ox bukąjį kampą. 


5. Raskite funkcijos f(x) = I texy ekstremumus. 


KPI 


1 variantas 


1. Raskite funkcijos y= V 4--3x—x?--lg x apibrėžimo sritį. 

2. Išspreskite lygtį f/(x) = (x), kai f(x) =e% 

3. Išspreskite lygtį Vx3+8+ Y x? 2-8— 6. 

4. Įrodykite, kad taškai A(2; 4; —4), B(l; 1; —3), C(—2; 
0; 5), D(—1; 3; 4) yra lygiagretainio viršūnės. Apskaičiuokite 
smailųjį kampą tarp lygiagretainio įstrižainių. 


348 


logos (X —4) 
x2—3x 


5. ISspreskite nelygybe >0. 


6. Apskaičiuokite funkcijos y=sin x V cos x didžiausią reikšmę 
$ T 
atkarpoje |o: 3). 
Il variantas 


1. ISspreskite nelygybę 


x-l 
z <a, 
2. Suprastinkite reiškinį 1-s(80-3m) 

$ tg 2a—ctg 2a : 
3. Išspręskite lygtį sin 2x4+5(sin x+cos x) +1=0. 
k 
5 


. Išspręskite nelygybę (x—3) V x*+4<x2—9. 
. Trikampio MNP kraštinių ilgiai |MN|=|NP|=m, |MP|=p. 


Apskaičiuokite skaliarinę sandaugą MN - PM. 

6. Į statųjį trikampį, kurio kraštinių ilgiai 18 cm, 24 cm ir 
30 dE m De taip, kad vienas jo kampas sutampa 
su trikampio kampu. Kokią didžiausi kš i įgyti ši - 
BS ą sią reikšmę gali įgyti šio sta 


II! variantas 


1. Suprastinkite reiškinį 


E Y == 
Mies = 055 T concept, 


2. Išspręskite nelygybę 
logo,» (3x — x?) >2 logo; (4— x). 
3. Raskite lygties 
sin 7x -- cos? 2x ^ sin? 2x +sin x 
sprendinius, esančius atkarpoje |o: Zl. 
4. Išspręskite nelygybę 
V 133 —5< V213:+12) — V 13:18. 
5. Raskite sankirta aibių, į kurias funkcijų y=x In x—x ir y= 
=2 sn (E tal išvestinės atvaizduoja atkarpą |l; 9]. 


> 


5 Raskite vektorių c: kolineary vektoriui a= (2; 1; —1), kai 
€ * ze 


3. 
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IV variantas 
1. Suprastinkite reiškinį 


1 - - d ): 4a* 4 b? ) 
15 2a+b ia E 


. Išspręskite lygtį 1+c0s 2x —sin 2x. 
. Išspręskite nelygybę logos LI <l. 


l+cosx — 
2+sinx 


. Apskaičiuokite tg[5 1). kai 


Ci Co N 


. Išspręskite lygtį 
logox.i (5+8x— 4x2) + logs 2x (1 -- 4x 4442) =4. 


6. Su kuriomis A ir B reikšmėmis funkcija f(x) 2A V x-- Bx 


4 


tenkina lygybes l(1)23, f Hx)ax=8? 
0 


LZUA 


| variantas 


1. Su kuriomis c reikšmėmis lygčių sistema 


—4x+cy=1+-€, 
| (6+c)x+2y=3+c 


neturi nė vieno sprendinio? 


2. Išspręskite nelygybę logs V 3x+4 - log. 5>1. 
3. ISspreskite lygtį 


Ig (10*+sin x— i) =x (0«cx«mn). 


4. Apskaičiuokite figūros, esančios pirmame ketvirtyje ir ribo- 
jamos kreivių xy=4, y—x, y—2x, plotą. 


II variantas 


1. Išspręskite lygtį logo x +10gs x+ logs: x= 4,6. 
2. Įrodykite tapatybę ctg a—tg a—2 tg 2a—4 ctg 4a. 
3. Vektorius a kolinėarus vektoriui b=(12; —16; —15), o su 


ašimi Oz sudaro smailųjį kampą. Raskite vektorių a, kai laļ= 
= 100. 


4. Išspreskite lygtį 5/ x—18=—27/ x. 
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III variantas 


1. Kreivinę trapeciją riboja kreivės y=x3, y=0, x=1. Kreivės 
y=x3 liestiné, nubrežta per tašką x= 3" nukerta nuo šios trape- 


cijos trikampį. Kurią kreivinės trapecijos ploto dalį sudaro to tri- 
kampio plotas? 

2. Išspreskite nelygybę 3*—3* 92-3, 

3. Išspręskite lygtį lg? 10x -1g x= 19. 

4. Išspręskite lygtį sin 7x=sin x. 


VISI 


I variantas 


1. Taisyklingosios keturkampės piramidės tūris lygus V, dvi- 
sienis kampas prie pagrindo lygus a. Raskite piramidės aukštinę. 

2. Išspręskite lygtį Vx—1+ V2x—1- 5. 

3. Išspręskite nelygybę 23*- 125*< 0,1 -(102x-1)3, 

4. Reiškinį 6 sin? 2a—1—cos 4a pakeiskite sandauga. 

5. Raskite funkcijos y=3x3—27x+8 monotoniškumo intervalus. 


Il variantas 
1. Apie kūgį apibrėžtas rutulys, kurio spindulys lygus R. Kam- 


pas tarp kūgio sudaromosios ir pagrindo lygus a. Raskite kūgio 
tūrį ir šoninio paviršiaus plotą. 


2. Apskaičiuokite (^ + à) ) (4-025— (2 V2) ^f . 
2 
3. Išspręskite nelygybę 3*4+3!-*—4>0. 
4. Įrodykite tapatybę sint a= $ cos 4a— 5 cos 2a + i a 


5. Duota y— 13 sin? x—sin x. Įrodykite, kad y'= —cos 3x. 


VVPI 
I variantas 


1. Apskaičiuokite reiškinio CARA reikšmę, kai y= HH 
2. Suprastinkite reiškinį 


(cos 2a -- cos E +20) + sin (5x— 4a) —sin? (2—5) . 
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3. Išspręskite lygčių sistemą 
21o&:v — log; x— 1, 
| xU=—3!2, 


4. Parašykite apskritimo (x+2)?+ (y—1)?—1 liestinių, einan- 
čių per tašką (0; 1), lygtis. 
5. Ištirkite funkciją y—2x?--3x?--l ir nubraižykite jos grafiką. 


II variantas 


1. Suprastinkite reiškinį 
1 1 ii 1 4 1-1 
(y sy) i 
2. Išspręskite lygtį 1—cos(n—x)=2 čys = 
3. Išspręskite nelygybę log? (x— 1) >l08 54. 
de Subrūkšniuokite nelygybių sistemos 
y <4-x, 
Yy>x?*4+x-2, 


1 
yS 3 x+l 


sprendiniy sritį. 

5. Taisyklingosios keturkampės piramidės šoninio paviršiaus 
plotas lygus g2. Koks turi būti kampas tarp šoninės sienos ir pa- 
grindo plokštumos, kad piramidės tūris būtų didžiausias? 


ŠPI 


1. Ištirkite funkciją y=w+2% x?--2,5x ir nubraižykite jos gra- 
fika. 

2. Išspręskite lygtį (x—2)1g 2-:1g(3— 0,5!7*) =0. 

3. Taisyklingosios trikampės piramidės pagrindo kraštinė ly- 
gi a, o dvisienis kampas prie pagrindo lygus a. Raskite piramidės 
viso paviršiaus plotą. 

4. Apskaičiuokite kampo tarp vektorių m=2a+b-cC ir n=2a+ 
bae kosinusą, kai a= (2; —1; 3), b= (3; 2; —4), c— (1; 0; 3). 

5. Kreivinė trapecija apribota kreivių y=3x2—1, x=1, x=5, 
y=0. Raskite figūros, gautos, sukant kreivinę trapeciją apie absci- 
sių ašį, tūrį. 


| 
| 
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9 V ——— 1 
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1 1 p 1 
482. 1) 5; 235; 3) 5. 483. 1) 2V 2; 2) 2; 3) 2,5. 484. 1) 3:2 4; 3) 625 


2 S 
485. 1) 22: 2) —2; 3) —3; 4) 1. 486. 1) 81; 2) t : 3) 24; 4) >. 487. 1) 50 V2; 


3 1 3 1 l 
- 2) 45; 3) 40; 4) 24 7. 491. 1) 7 (2+3 tg a—1g3—1g a); 2) 7 lg a—lg lg 2-25 - 
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253 (a+b)? 317 
493. 1) a 2) i ap ^ 1) sy erm Kea Mn, 9) V ky (CDs 


497. 1) |-1 Il: z 2) 1-1 il 498. 1) [43] ; 2) (1). 499, 1) (—2; 17); 
2) (7). 500. (ai 3); 2) (24). 501. 1) (4); 2) (4; 3 (- 0). 502. 1) (2); 


2) (—1; 2); 3) hi 4) (2) . 503. 1) 1; 2) 1. 504. 1) logs 12=1,5440; 
lg 5,75 
4 


31g 7 

2) =0,1866; 3) ig 75 "1.1367; 4) a . 505. 1) (1); 2) (4). 506, 1) (1); 
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` lg2—lg7 
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509. 1) [glo logs6; logs); 2) (9). 510. D (3); 2) (2): 3) (2); 4) (1; 2). 


511. lo: ii :2) (2). 512. 1) (3; 11): 2) (8); 3) (20); oi: T 513. 1 la 3l. 


21g2 Ig2 
2) {=F} 3) (71: 2.514. 1) (71: 1; 2) (7-2: 2); «Mui i aloh 
515. 1) (—4 1); 2) (—log;3; 1}. 516. 1) (1; V2 } 2) (1: 3) (4; 5). 

517. 1) (5; 15); 2) (2; 6); 3) (2); 4) (2). 518. 1) (0; 3); 2) (—7; 9); 3) (12); 
4) (3; 10). 519. 1) (3); 2) (4). 520. 1) (0,001; 10); 2) (0,1: 1000); 3) (100; 1000); 
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2) (3). 507. 1) Ø; 2) (2). 508. 1) 


70,3260; 2) (—1). 


3) (0,01; 0,1; 1); 4) e 2; 4). 523. 1) (15); 2) (8). 524. 1) (3); 2) (4; 5). 
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les 1). 530. 1) (2): 2) (0; 3 ak afg. 9L. 0. (2); 2) (Y logo): 
3) (1; 2); 4) (100). 532. 1) (9); 2) (2; 4). 533. 1) {log} 7; 1); 2) (64); 3) (0; 
4); 4) (0,25; 0,5). 534. 1) (y/ 5; 5): 2) {5}: 535. 1) {2}; 2) {2}; 3) {2}. 536. 1) 


(10; 105); 2) (V TO}; aH? 2 4) (1; 10 "123).537. 1) (2; 4); 2) (100); 3) (81): 
4) (5 5). 539. 1) logab; 2) l1—logs(a—b), kai 0<a<! ir b<0 arba 


a>1 ir 550; logs (a—5)— 1, kai 0O<a<1 ir b>0 arba a>1 ir b<0. 
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540. 1) 16; 2) 25; 3) 11. 54. Pp. 542 >. 543, Zr Z 


1—a * 
12—a a+2 2a 5n—3 4+ V51 
545. Sie . 546. p 547. a 38 550. 1) (9); 14451 | 3) (16). 


551. 1 TE ; a 2) (4; 49); 3) (8). 552. 1) tin lg 9); 3) (a): 4) (L, ys). 


os O aah s (gs) m m | 


a). 555. n a+) 3) (as; a”). 556. 1) (11); 2) (Y 265; DIF 
4) (3). 557. 1) (08: 9; DG; —8), 95:9 (0: 2: (25 0 4) 168; 
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3 1 1 
(æ 20: 9 «5 51: o (1 73) (y: 721). 59 0 0 
2) ((—2; —1)}. 561. 1) ((18 2); (2; 18)); 2) ((45a; 0,5a); (0,5a; 4,5a)); 


a (4); o t o. se ole vv); A 1). 
563. 1) £(10; 4}; 2) (100; —1); (0,1; 2); 3) ((1; Y}; 4) ((25; 36)). 564. 1) 


(o 10 Dy 2 (x 23) 6: D 568. nl o): 2 a D 


566. 1) (7; 3); 2) (1: 9); (Es 3) ^ IET 3) G9) sez 1) 41; 


1): (4; 2)); 2) (E >) . 568. 1) (125; 4); (625; 3)); 2) ((15; —12)). 569. 1) 


(5:42) (150; 5): 2) t8 9): (9; 3)). 570.1) £(8; 27); (27; 31:2 (5s 


2)). 571.1) ((2; 4); (4; 2)}; 2) {(6; 2);(2; 6)). 572. |-%, EU 573. ]0; 71. 
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10; 2[L]3; co[. 590. ]1; 2] [3: 4[. 591. |1;V2]. 592. 1-3; —2[0]—1; OL 


J 


ET 
593. [2 * ; 1|u]1; V 2]. 594. Jo; ES 2 ER ; 3|. 595. ]1; 2] L [3; 


4|. 596. ] 1; — Sim Ž | 11. 597. 12; co[. 598. 10,1; 0,5]. 599. ] 1; 2[U]3; 


Žž 
co[. 600. [—3; — V6[L] V 6; 3]. 601. 123 Y3; oo[. 602. zh [2;4[.603. [3; 4 [o 
14; 5[L]5; œ|. 604. ]1; 20 [- 605. 0,5; 1[. 606, ] —e; —2[L]—2; 2— Y T5lu 16; 
co[. 607. | —oo; —2)L]1+ V8; 4[u]4; œ|. 608. JU, a L] — ; col, kai ae] 0; 
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1 | m; al, kai aE]1; 00.609. | —0.5; —0,25[ 210; 0,5] 610. ]0, 
oo [. 611. ]a-? V3=a2, q—!| kai ae|0; 1[; neturi sprendinių, kai ae] 1, oo |. 


Ju. cd 145 1 ud 
612. (4). 613. ((m; O): (arcos: (n—arccos-y ) ) (1—arccos 3 (arccos-y] J. 


8 9 
614. 1) Atvirasis spindulys, kurio pradžia taške (+ 7). einantis per taska 


(5; 0); 2) Keturkampio ABCD, kurio viršūnės A(—2; 3), B(0; 1), C(1; 2), D(1; 
3), vidaus taškai ir kraštinės BC taškai. 615. |0, a—*| ka) ae] l; oo[; J0; ašį, 
kai ae&]0; 1[. 616. 1) ]—oo; —1[; 2) }—œ; 0[u-]0; 1]. 617. JO; 0,01] -[0,1; 1] 
618. | —0,5; O[. 619. ]0,5; 1[. 620. |1; 1,51. 
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622. 27 cm. 623. «52 cm. 624. 5,72 cm. 625. 196 633. 1) 5 1; 2) 5 —3; 3) l; 


19 a+b 
0; 4) 1; 0; 5) 2,25; 0,25; 6) 10; 1. 635. => Q9 "E 637, 8. 638, 0. 639, a— b. 


a 1 12 5 
640. cos a —0,6, tg a— T3 ctg a=0,75 641. sin a=¡3. tg a=-—2,4, ctg a— — 12 
63 16 16 CS 40 9 
642. sin a=—¿5, cos U= — gs. ctg a=53: 643. sin a= —4p 659-71: tg a= 
4 RM l m?!—] m(3— m) : 
L-—4w -= = — 648. —,———. 649. m?—2 ir 
-—49. 644. 0,3. 645. 19 B lg 647. 9 8 9 


—3m. 650. 0,5(1--2a?—a*). 651. m—1. 652. —0,4 1/5 653. 2cosec?a. 654, 1. 


655. tg?a. 656. 1—2 sin'a cos a. 657. 1. 658. 1. 659 1. 66U. 2|sec al. 661. Įsina+ 
l va es 

--cos a|. 662. 1. 663. cosec?a sec?a. 664. ue . 684. 1) 0,2) 7 ;3) — V 3; 4) 0; 

a 


1 | Ko A ? 
3) —5 6) -7 7) 1; 8) —1. 685. 6. 686.7. 687. 0. 688, 2 689. 1. 690, 0. 


l ; d | 5 
91. 0. 692. —1. 693. 2. 694. 318. 695. 1. 696. tg*a. 697. costa” 698. - 


699. == 700.77. 713. 1) yz ; 2) 1. 71. 2 >: 715. -25 5 16. imm 
2. 717. —06. 718.07 1/2. 719. 2E ii 10°. 723. 0. 
724. cos 10%. 725. 1. 726.1g a tg B. 727. tg(B—a). 728. —y2tga.729. V3tga. 
730. tg 0,78. 740. 5 => 1n 741. Hs a, 742. Li E a 
744. ER ES 5 745. —4. 746. 0,6. 747, a 748. ey? 749. = E. 750. ¿UT -2. 


1 
751, 1,8, 792. 1,5. 758. y sin 4a. 754. cos4a, 755, 1. 756, sina. 757. 2. 758, 1. 
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853. 1,4. 854. 


759. 1. 760. sin?a. 761. sin 2a. 762. tg*a. 763. sin 3a. 764. 0,5 ctg 2a. 765. — —*^ 


sin22ų 
VIA 5⁄2 v7 $9y5 v5 yB535 — 
766. 1. 787. 1) g cg - 5:2) —g^-^8 —2 788. prox 2 
1 V2-yz I Varya — Vamo 2 5 y 5 
789. g V 2-y 2. FV 2+y 2, V3-2y3, V 3+2y2 790. UTOR Eel A 
^85 
791. — EP. 792. tga. 793. tg?(45°—a). — 794. ctg y. 795, tg25. 796. 0. 


797. tg(30“—a). 798, |sin = E. |. 799. |ctg a]. 808. 4sin?2a cos (+ + 4) A 


+ a 


a j x a 
xcos(5.— 5). 809. 4 cos 4a NM sin (5-2). 810. 4sin 3" cos y X 
a 


8 3 r Y 
x cos 5 . 811, 4cos2a cos E +5) cos [y — 3) . 812. 4sin4a sin23a.. 
813. 4sin20“ cos 12 cos 8. 814. 4cos 25“ sin 53 cos 28. $815. —cos 10". 


a 
816. 4 cos a cos? . 817. —2cosa cos Bcos (a--B). 818. 2 sin a sin B cos(a-- f). 


„= ud b a a a 
819. 2 V 2cos 79 cos (45?—a— p). 820. 4c05 5 cos e ea) cos E -3») 2 


a a 
821. cos (a-- B) cos (a— B). 822. cos 2a cos 2p. 823. 4 sin p cos(5+30*) sin[5— 


-a»). 824. 2 y 2 cos a cos (45^ —2a). 825. V 2ctg S sin (a+ 3) . 826. sin (a+ 


ES a 
2 y/ 2 sin? pJ sin (45°— a) 


+ß)sin(a— B). 827. 8 cos 4a. 828. uem 


B sid uds oor. do 
4cos 5 sin E: +45 J eos E nio ) sin (45°—a) 3 
——————— 830. ————— ; 831. sin (y + 


829. sin a sin p Lo cr ue cos à 


430) sin (5 - 30). 832. 4 cos ($45) cos (25) . 833. 4cos (30+ x 
mes ( . € ja es T 
Xx sin |309— z) 834. 4 sin 6 +a) sin ($-a) . 

" sin (304 a) sin (30*— a) 


. 836. 4 sin 77?sin 43°. 837. —4 sin 79? sin 41", 


sin?a 
4 sin 83“ sin 37? „45-04 , 450-a a A 
05937 = 839. 4cos asin 2 sin z - 840. tg (5- i, 
841. 4 sin(a —30?). 842. 5 sin(a —36752'). 843. 13 sin(3a--22737/). 852. i: m £- 


y 2 "= 8 J 
=; 3-2y 2. 855. 2. 856. —. 857. 1. 858, 1. 859. —4cos?2q. 


2 o 


. Q : nya lod 
860. 0,75sin8a. 861. 2sinz- 862. 1+2 ya—w ^4 863. -2sing asing” 


m 
864. sin 4a. 865. -7 (m*--1). 866. 2(1—m?). 
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891. 1 52) - r3) - y $4 5; 5) 6) — -y> 893, EA 
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894. ts (364-1) . 895. (2 + 3. 896. (ak 5 -i] . 897. (360*k— 120°}. 
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913. | G1); B (35-1)). 914. iz (44-1); 2(2k+1)| . 915. {27k}. 


n 5 
912. (at 3 Ink]. 


916. E (3k+1); 1 (2k+1)} . 917. (2x5; n(4k+1)}. 918. | ak; T (4t+1) |. 


919. (90'(4k—1); 90*(8e4-1)). 920. E (Abl); 2xh; E = 461). 

à o --— [5 ak nk 
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924. [a (2t+1); 5 (264-1); T) 925. [ni S a). 926. E. 927. m 
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+2) 928. {15° (4k +1)). 929. r ds 930. Ø. 931. [15 (2+1) ). 932. t (Ak+ 1); 
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Of T—2k4-1)? | —keZo). 935. {180°k—75°}. 936. {Z (4&—1); n&—arctg i. 
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937. = arctg +) Ink; = 
Gs (4-0: = (zk+arctg 7] . 938. Qus T (4k— 1); = (6k+1)}. 939. (nk; 

w 1 4| x 

A atn). 940. (7 (4-1); nk—arctg 2). 941. [5 (ar+arcgz); 5 (8-01. 

942. (nk+arctg3: — (4k+1)}. 943. [at-arctg >). 944, [nk—arcig | . 
an 3 3 

945. { nk+arct 5: Ž kp. 946. iz (4k—1) |. 947. [ 5 (126—1)). 948 {Z ut 

894 j^ 8 THU il ES 
1) 5 (12%—1)). 949. (120%-=+40%—20%, 950. (I80*(4--1); 60'(12%+1)). 
951. (180%-+(—1)*45—arctg 7). 952. (360%-+64%16, 3607h--228"207). 953. 


7 n 
(180(2%+1); 60*(6k+-1)). 954. [2nk+ S arcsin 5; 2ne+ 5 +aresin 2] . 


! Kai nenurodytos k reikšmės, turima galvoje, kad keZ. 
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955. f (2nk+ + —2nk)) . 956.  {(360°k+30°+30%;  360°%k+30°—30°) }. 
n n n T om n Sa 
957. (2+ F +5: mtg +3) 958. (B+ 3 tati LF 5 04 )) - 


959. ((90"% + 35% 909&4-25*)). 960. ((30%+180%; 30”—180%)). 961. ((nk+- 
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EDET (7 ZU INE. 


; 2nk—arcsin ( . 982. (0). 983.. 


—])^ 
s. (57 (4m+1)]meZ).986. [7 k+ G ) 


n 
981. | 2nk+ T 


arcsin(1— 


PA 3 I E 2 T. 
—y 2043) |keZ,. ac| - 5: il 987. (nk— L, nk—arctg zl. 988. [2:2] T 
25 ij 990. (2x-Farccos L|. 991. (ak). 992. Logo (T + 
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n 7 a T 
+3) ĮkeZo). 993. fi; jig -gp an+ Z IneN). 994. l- 19 + +21k E 
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995. e 37 Tu . 996. l= v nk E 997. | — 6 +2nk; — 6 2n P 
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[ 


2n ul 2n x 
Taew -- a£ |. 1002. ] arctg 341%; py T pm. 1003. [4 Tak: 3 +ak]. 1004, + 


5a T T E E 
+n%; g +nel. 1005. |- Fene E ema]. 1006. E Tx, gt" 1007, z — 


2: 31:5. 95799 5 n n 
—3-ug"ig- 334]. 1008. ]x(2k—1),—3 *2x^|U]--t2nk; n(2k-l)|. 


1 n 
1009. | arcsin 4 inks —arcsin gta QR) [ . 1010. |g Hnt; xQren| . 
1 1 


1 l 
ts n(2k+1)]. 1012. as e ]oi- 4 &| Ue T5 


3x 
Še 3 +2ak; T a 1014, lenk: $+ E 


1 2n 
+| 1013. |-7 +22k; a 


U4 
+21% [U] A E ERSTE +21k7 i TES T 2k; n+21k[U] Ta 
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In 13x 15x — 
2n; +20 [U] q +20k; 7 +20 1. 1015, |o; 215 


x T 2n T T X. 

T +nkl. 1017. ls +nk; 3 +nk[. 1018. E 4 uk; 2 ak. 1019. less 
21. |Z 

el. 1021. [3+ 


5n Ta 
S tnk; = +]. 1022. E xk 5 +ak[. 1023. |- + 
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. 1029. " 
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TU "EU 3n ön 1 nl 
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— T 1 me MM T 
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1037. ]2xk; = 2nk[U] T +21; x(2%+1) [ 
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co |. 1091. [2; 3[U]3; 4]. 1092. (2; 5]. 1093. ]0; 3]. 1094. [3:5]. 1095, [0; 2. 
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1096. ] —oo; —2[U]2; oo [. 1097. [0; 2]. 1098. ]—3; x[. 1102. AES. 1103. x,= 
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A 1108. N=598. 1109, x 1110.7. 1111. $ 
1126. 27. 1127. 1. 1198. >. 1129. 0. 
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1112. 2. 1113. 0. 


1114. 3. 1115. 0. 1116. 2. 1130. -y . 
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l 1 
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1162. —c-. 1163. 0. 
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1208. S acr. Tm 9. — = . 1210. 3x2cos 2x — 2 (x? -- 1)sin 2x. 1211. 2 sin 2x. 
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x sin x , 


1215. — 1216. asain xp 
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Ja 
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9? 243 

T n 
(1; 0). 1240. y= — 4x8; y— 4x8. 1241.77. 1242, y -arctg 3. 1243, Taske (—5; 
45): y=—20x—55 ir y=—13x—20; taške (2; 3): y=8x— 13; y=x+ 1. 1244. ((3; —2); 
(i; 5) . 1245. ((0; —1); (4; 3)). 1246. 5 y 5. 1247. 5. 1248. 6 s. 1249. 61 m/s, 


26 m/s? 1250. v,(1)—8 m/s, v>(1) =10 m/s; vi(3)—24 m/s, 0,(3)—22 m/s. 


1251. U/min — 0,25 —1n 2, kai x=2. 1252. ymin = 4^ kai x=1n 2. 1253. ymin —4, kai 


: 4 
X—l; Ymax=—4, kai x—— I. 1254. Ymin=0, kai x=3; Ymax= 27 kai x=2 3. 


1 - 
1255. Ymin=0, kai x—2ir x—3; Ymax= 75» kai x—2,5. 1256. ymin — — (17 4-12 Y 2. 


EP T = 11 
kai x=—y 2; Ymax=12V 2—17, kai x—y/2. 1258. p>1. 1259. a> i5. 1260. a€ 


€]—3v'3; -2y/ 3 [U] 2y 3; 3y/3|. 1261. xe(—65;—45m; 0). 1262, x—2— 
maksimumo taškas, x=3 — minimumo taškas, didėja intervale ] —oo; 2[u]3; 
co |, mažėja intervale ]2; 3 [. 1263. x—0 — maksimumo taškas, x= +2 — minimu- 
mo taškas; didėja intervale ] —2; 0 [u]2; oo[, mažėja intervale | —oo; —2 [L] 0; 
2[. 1264. x=0 — maksimumo taškas; didėja intervale ]—oo; O[, 
tervale ] 0; oo[.1265. 
didéja intervale ] —1; 
maksimumo taškas; mažėja intervale ] — 2o; 
]-2; 2[. 1267. x=0 — minimumo taškas, 


intervale |] —oo; 0 [L] 2; oo[, didėja intervale ] 0; 2[. 1268. x=— y 2— mini- 


mažėja in- 
x=—1 — minimumo taškas, x—1 — maksimumo taškas; 
1 [, mažėja intervale ] — œ; —1 |v] 1; oo [. 1266. x=2 — 
—2 [u]2; oo[, didėja intervale 
x=2 — maksimumo taškas; mažėja 
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` 


mumo taškas, x=0 — maksimumo taškas; mažėja intervale ]—oo; — YY [L] 0; 

1[L]1; co[, didėja intervale] —/2; O[. 1269. x—3 — minimumo taškas; didėja in- 

'tervale ] —oo; 0[U]3; ee[, mažėja intervale ]0; 3| 1270. Ekstremumų nėra; di- 

dėja intervale JO; oo[. 1272. a—6. 1273. ac. 1274. a=1,5. 1276. min y= — 24; 
[-2; 2] 


max y=4. 1277. min y — 1, max y=3. 1278. min y= — E max y— —2.1279. min y—1 


1-2; 2 [51  [-L i] [-& —1 1-5: I) TT: il 
13: "Ibit /3 

max y=2,125. 1280. min E EON max y 3... iny= = 

"es = | 3 6 m zd 6 1281. min y=1, max y 


LE [o E] 
=Ž. 1282. min y=0,5, max y=0,75. 1283. ming -Ž e max y= T . 
lež] lez La + 
1284. 1) miny—l, max y=1,25; 2) miny= RES, max y=1.25. 1285, 1) 
lo: 2| [o: z] |Z: a] [2: 2] 


min y=2, max y=16; 2) min y=1, max y=2. 1286. 1) min y=5, max y—8; 


[-& =1] [-& —1] (=; 1 f= II 1-1; 0] 1-1: 01 
2 : 1 
2) min y=— — ; max y=0, 1287. min y=0,5+1n 2, max y —2e?— |. 1289. [—8, 72 
(5; 6] 64 [5 6] Il; a ll: a l à 
1290. [0; oo[. 1291. [—8; 8]. 1292. [0; 2]. 1293. a>3. 1294. 3. 1295. 4x 4X2 m. 
20 S = 23— V17 


y 3m. 1297. R y/3. 1298. 12 V3 x cm3. 1299. 4R. 1300. R. 1301. 2,4. 


2 a a a b 
1302. ==. 1303, [— L. (S: ) „A. 
as DO ( 0j. (7:0 ( 2:7 


-2 1805. a+b. 1306. b= © UE it, de t > eni. 


a >) 
23: 7): 1304. h=r= 


XI skyrius 


x? ] 
31307. x3+c0s x+C. 1308. 7 +5 sin 2x4+C. 1309, 2x+3 sin o L. +C. 1310. 
x 


3 


| AT 1 
Ty cos (2-3)-3 V ssl. 1311. 2 tg (x — 1) —cos(4—3x) -- x-- C. 1312. 


4 3 1 

—yetg(3x+1) +7 sin(3—4x) —2x-- C. 1313. 2x+ gain 2x+C. 1314, 2x4 
bs T PUT go d cp 

+76sin 8x+C. 1315. g *-F19 Sin (4—6x) +C. 1316.7 sin (2x43:1) * C 1317.x3— x? 4-1. 


3 2 
1318. 5-7 x144x2414-5. 1319. 6sinx—4cosx--4 2. 1320.3 sin 2x 4-6 Į/ 3. 
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4 — == 
1321. 1. 1322. 20. 1323.8. 1324.— 13. 1325. 132 5 1326. 4— 2. 1327.0. 1328. /3— 1. 


3 3 S 
1329. n 1330. v 1331. — LET 1332. 1. 1333. ER 1334. 4 V3. 1335. 2. 
2 14 4 1 2 l 
1336. 43 In 4. 1337. 5 1338.73: 1339, 33- 1340. 23- 1841. 1. 1342. 45- 
2 22 6 
1343. 2. 1344. 105. 1345. 1,5. 1346. y3- 3 . 1347, 2+5. 1348. atg 1349, 
1350. 12m. 1351. 0,3m. 1352. 14,41. 1353. F(x) =9—x—logs|x|, x=8. 1354, i. 


= Tox 9 9 8 
1355. 8; 0,2(12-2V/21). 1356. —¿: 3. 1997.5. 1358.7. 1359, a-y $i 


2 > 1 
be]0; a5]. 1360. a=1; 7 (5-3/2). 1361. A-13, B=-1. 1362.1) ]— o0; 


—2[U]0; oo [; 2)]- n q tah eZ. 1363. ]—2; O[U] I; co[. 1364, JO; 41. 


nc $T. B 11 Vi 
1365. ]In 2; oo[. 1367. —1,5. 1368.73 gm m ¿A 130. —V 75 


1- V1+2x —14 VI+87 
Ca md ey 


XII skyrius 


ab 
1390. 10 cm, 10 cm, 1 cm. 1394, de 1398, Taip. 1400, 22 cm, 14 cm. 
1401. 4 cm, 7 cm, 7 cm, 9 cm. 1402. 60 cm. 1403. 168 cm?. 1404. 3 cm. 1405, 30°.. 


2_p2 
1413. (a—b)?sin a. 1415. P' 1416. 60°, 120°. 1417. 10 cm. 1422. 216 cm. 
nil 


ri—r3? 


2S 
1423. 2 cm. 1424. 15 cm. 1425. 256 cm?. 1426. sin a= 2795 -* 1430. —— 


rol 


PS (kai rı>r2). 1432. x+2y=8. 1433. 1) (1; 3; —2); 2) x—2y+52+2=0;. 
172 


s 
3) +y2+22=4, 1435. x 52 kai 4<909 igp kai 90*<4<180“. 1436. 1,5 cm: 


a+b)? ab 

1437. 9:8. 1439. 2:3:4. wo E] 1443. 48; 18; 75. 1444. VT. 1445.-55 . 
1446. ys 1447. V3¡S;. 1449. 52 m. 1450. 4/5 cm, 21/8 cm. 1452, 30cm: 
1455. 5 5 Vratos-a. 1461. a .1464. 12 /2 cm. 
: 3 V 3R2 p UR 
1465.5. 1496.7 —. 1467. (a+b) V 1-5. 1468.50: 10: 13.1460.0/ qe. 
2 5 10 b E 
1470. 55. 1471. 25 dm, 8 dm, 15 dm. 1472. , em. 1473. 7 Vm. 
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a?—2r (a—r) 2r (a—r) 1480 V5 


1474, | m*rmm, Yamn. 
Vm*rma, Va*rmn. MTR — A Pb 


3V5 jo E 
1487. ——cm. 1488. 2,5 cm. 1489. 1:4. 1490. l/a?--b?--6ab.. 1492. 30%, 60°. 


*90^. 1493. 137 cm. 1496, 60“. 1498. a= BR A ; C A „sina= 
VI+% Vie Vixg 
dj 
b sin 2a 9 d d 
1499. sin 30 s 1000, Sosa" a” 9. -ina ' a? a“ 
ctg 2 2 cos “y 2c0s 7 
a 2ab cos y 
1502. 20 sina" 1503. — 5 7 + 1504. R ( 3 +etg 15), 2R ctg 15? 
m me; .sin(B—v) 5 "t SES p 
1505. Y 1+n2—n 1507, sin Bsin y ` 1508, 8 a. 1509. Acoso 1510. A= 47 
^ 2 ^ 3 
4B —arcsin —— , C=arcsin —— 
V5 Vio 
XIII skyrius 
1521 ik ala e low Ww Ie 1 > > >] > > 
9 (a+ 5 (a— 9 (a+b); 5 ( —a). 1522. 3 (a+b);-7 b=a; y a—b. 
l» > l> > 12». l > > 
1823.5, (2— Esi ) Kia — x (a--b). 1524. 1) 2.16; 2) kolinearüs 


1 
Erei čia O — bet kuris erdvės taškas. 


o| r 


— — — — > — > — cce > > > > > 
1527. M,M=5 AC. 1528. OM=2n+m; OE MN =2m-n; AC=2(n—m). 


cy o. > + > 
1529. CD=-p+4; DĖ=-p; EF--4; FÁ-p-q; CÁ- pq; AD=%; AE= 
l> 1512 LE 


—20— p. 1530. PQ-— 2-3 +g c 1532. 1) 20; 2) — 7:3) 18; 4) — 3.1533. - 


1 1 
1534. 1) gos 2) — 345 3) — 5 4) v za 2 5) — 2 6) La 1537. —48 tg a. 


4 
1538. arccos-g . 1539. —2 1540. Tiesė AB. 1541. p — 2a — 3b. 1542. c—92p—3gq 4r. 


— — — 
1543. AB=(6; —5; 1); BC=(-—3; 4; 2; CA- (—3; 1; —3). 1544. B(6; —4; 5); 


+ 18 

C(9; —6; 10). 1545. (—4; —1). 1546. (1; 1; 1). 1548. a0— (ŽŽ): b= 
$ 4 1 > 
i3: 133—183) 1549. la--5| —6; |a--b| — 14. 1550. 1) 31; 2) 6. 1551. I) arccos; 

2) 90°. 1582. 1) 716; 2) —721; 3) —353. 1553. 45^. 1554, D(—1: 1; 1); p=60". 


val 
7. 1558. q,— —4, B;=2; as=-8, f»——2. 


63 
1555. 10. 1556. arccoscs. 1557 
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à "E E 
1559. 218 . 1560. c—(—24; 32; 30). 1561. c=(—3; 3; 3). 1562. 1. 1563. 
Pu 


+ VZ+ 3j). 1564. 
1569. 26. 


. 1565. n. 1566. mec [0; 28[. 1567. x—0; y=2. 1568. 18. 


XIV skyrius 


^ 
1574. 20 cm. 17712 s 1578. 1:2 skaičiuojant nuo viršūnės. 1581. 35 cm. 


2ab 
1582. 17 cm, 4/13 cm. 1583. 29,6cm. 1584. 24cm. 1585. rpg o. 1587. 1:1. 
a2 PR == 


RC n MUS ) 
1588. 5 V3: 1589. u T. 1590. 10 cm. 1591. 13 cm. 1592. meia | g Sinaj. 


n 
1593. 30“. 1594. x—2arccos = . 1595. 30°. 1596. 3: 1597. |/c2+a2+ b3+ab., 
l cos a— cos B cos y 


1598. 1599. xR?cos p. 1600. 60°. 1601. 90°. 1602. sin f any ; 
sin 9 i 
cos P BE z cosp compet E . 1603. arccos x. 1604. 102,4 dm. 
sin ysin a i sin a sin B 
“abc 


a : aV6 
xte T . -r= ~. 1007. 3Psin 2a. 1008, 1609. 60 cm. 
1605. dtg T- 1606 2/3 cos 2230 : 
2a ovas 
1610. 5 cm ir 7 cm. 1611. z- 1612. Dorio == — 


ES 3 X 


AT) ERA / V 
1613, yo (24024 Yarba). 1614. 2 |/ y* 1615. 198 m?, 50 m? 


o A EREE 
p? sin? 3 V cos a 


a 
4r?ctg? (15— i) Vecos u 


2h 
1616. arctg 777 - 1617. == 818, a 
peu 6 sin? (454-5) 3 sin y 
\ 4 
, 2 CER 
2a? sin B cos? 1 3 uz “a 
1619. a ; p ga sin?p. 1620. = r'si'a Y 3cos* 7 —sin^g* 
ziot : 1 r3 cos? xd 
rotg ^5 cos? y gi 
1621. : m 2 1622. 0,5 y «E. Viha, 


sin? (45 5) j 3sin? ( 45°— $) 


h2+302. 1623 y v- E V »- o Voa. 1624. 5 cm ir 6 cm. 
0,5 V1h*+3a2. : 33 3 : | 


h vo 3 mba? 
1625. 3 cm. 1626. >= =. 1628. -.-. 1629. cos p= — — 544. — 
y Q+ V4 5 Zagi 


. 1632. 45°. 
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a? — b2 B 
1633. cos p= Vaie (240770) - 1634. arccos (cos a cos B). 1635. arcsin ya 
2 y? VI run? 
1636. arccos Vi 1637. arccos E 1638. x 1639. Soin? (455 —B) * 
nd? sin? ——— M ——————— 1 1 
1640. nP sineb V'cos (a+b) cos (a—B). 1641. y nd sin 2 q; € nd? sin a cos? a. 
90*+a 90*-a . 
xa? Vcos a no? sin à € 4 0392 |/4n?— o? 
A RS (Big, ==, 
12 sin 3 sin 3 19211? sin? 3 
T si 2xT 2 V7 S 6 
1644. gean 1645, Ê y . 1646. xb Va7—b3sin?a. 1647. c. 
3 — 
127 cos D, 


aVša na I MR 8 AnR 8 
1648. — 54 > 3. 1649. ~y (3 V2+2). 1650. 3 n. 1651. 5 V3: 1652, E 


p 2 
1653. 2x Y ¿VE 1654. 2x E 1655. = cm. 1656, 2sinža costa: 1. 


AR 


1657. R y 15. 1658. 1659. —- tg?a-tg 2a. 


9 V3sin?2a ` 


TURINYS 


Pratarmé 
Įvadas 


Kai kurios matematinės logikos sąvokos. Matematikos teore- 
mų konstrukcija 


Aibės sąvoka. Skaičių aibės. Aibių sankirta ir sąjunga .... 6 


1 skyrius. Racionalieji algebriniai reiškiniai 


$. 1. Pagrindinės: sąvokos. 2... 2 as saga ti rua sė 8 
$ 2. Sveikųjų algebrinių reiškinių sudėtis, atimtis ir daugyba 9 
$ 3. Sutrumpintos daugybos formulės .................... 10 
$ 4. Vienanariy ir daugianarių dalyba .................. 12 
$ 5. Daugianarių skaidymas dauginamaisiais ............ 13 
$ 6. Algebrines tfupmernos ..2.-. 2 rs eee amas 14 


il skyrius. Laipsniai ir šaknys 


$ 1. Laipsnis su nuliniu ir sveikuoju neigiamu rodikliu .... 19 


S 2. Saknies savoka šis stai niekas cesa jur ores in ae 21 
$ 3. Veiksmai su šaknimis .....oooooomo.oommacronssssor.. 23 
$ 4. Sakny panašumas ;...... m nnm emere e A eis 29 
$ 5. Iracionalumo panaikinimas trupmenos vardiklyje arba 
skaitiklYjė: rip asai cupa neis ny i ei E ie ER aa es 30 
$ 6. Laipsnis su trupmeniniu rodikliu ................. 31 


111 skyrius. Algebrinės lygtys ir nelygybės 


$ 1. Lygčių ekvivalentumas. Lygčių sistemos ir lygčių visu- 


MOS: 1S3VOKOS: sess cepi ae daarop a aaike e ii neis a aa 36 
$ 2. Tiesinės lygtys sias seses se eorr reas tenes ae nn 38 
§ 3. Kvadratines lygtys .............. eere 40 
S 4. Aukštesniojo laipsnio lygtys ................ eese 44 
$ 5. Iracionaliosios lygtys ............. ee .. 45 
$ 6. Algebriniy lygčių sistemos ............ eee 49 
$ 7. Lygčių sudarymo uždaviniai .............. esee 55 
$ 8. Nelygvbių ekvivalentumas ........... et 60 
$ 9. Tiesinės nelygybės .............. eese 61 
$ 10. Kvadratinės nelygybės „22 aaa aaa kaka 63 
$ 11. Intervaly metodas ........... leere 67 
$ 12. Iracionaliosios nelygybės ............. een 70 
$ 13. Nelygybių su dviem kintamaisiais sistemos .......... 74: 


IV skyrius. Progresijos 


$ 1. Aritmetinė progresija .........-. ee] 78 
$ 2. Geometrinė progresija ........ eee I . 80 
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$ 3. Nykstamai mažėjanti geometrinė progresija 
$ 4. Įvairūs progresijų uždaviniai 


V skyrius. Rodiklinės bei logaritminés lygtys ir nelygybės 


« Rodiklifiė funkcljà ss skinas kausis brea o ak 
. Logaritmo apibrėžimas 
. Logaritminė funkcija ix... iret Rr rh erra 
. Logaritmavimas ir antilogaritmavimas 
.RodikHies lygtyS. «cien n REI arx 
s Logaritmines: A mici aem toic oido s ao 
. Logaritmų pagrindo keitimas +... kaka aka 
. Rodiklinių ir logaritminių lygčių sistemos ........... is 
. Rodiklinės ir logaritminės nelygybės 


UD un un UD UD bmw 
Qo -100 OQ N= 


VI skyrius. Trigonometrinés funkcijos ir trigonometriniy reiškinių 
tapatieji pertvarkymai 


S L. Kampai ir jų -matayimas 5e rex 
S 2. Trigonometrinių funkcijų apibrėžimas ................ 
$ 3. To paties argumento trigonometrinių funkcijų sąryšiai 
S 4. Trigonometrinių funkcijų periodiškumas ir redukcijos 
TOR MULES: a aaa bes SERA dX afe ite tis 
§ 5. Trigonometriniy funkcijų grafikai .................. 
$ 6. Sumos ir skirtumo formulės ...................eeess 
$ 7. Dvigubo argumento trigonometrines funkcijos ...... 
$ 8. Pusės argumento trigonometrinės funkcijos .......... 
$ 9. Trigonometrinių funkcijų sumos ir skirtumo keitimas 
Einu p A 


$ 10. Trigonometrinių funkcijų sandaugos keitimas suma ir 
SIci EUITIOK ais eue usate ers nis rekia asi a ane ka aaa 


VII skyrius. Trigonometrinės lygtys ir nelygybės 


2. Atvirkštinės trigonometrinės funkcijos .............. 
3. Paprasčiausios trigonometrinės lygtys .............. 
4. Trigonometrinių lygčių sprendimas keitimo būdu .... 
5. Trigonometrinių lygčių sprendimas skaidymo būdu .. 
6. Homogeninių lygčių sin x ir cos x atzvilgiu sprendimas 
7. Lygčių a sin x+b cos x=c sprendimas ............... sá 
8. Trigonometrinių lygčių sistemos .................... 
9. Įvairios lygtys ....oooooommoroororonccancoronsros. 
$ 10. Trigonometrines nelygybės ..................eeeeeee 
$ 11. Įvairios nelygybės  ..... leer n 


um UD un DD tng LD 


VIII skyrius. Funkcijų grafikai 


$ L Funkeijų grafikų braižymas, taikant transiormacijas .. 
$ 2 Tiesinė funkcija ....oooooorercrrcrrrrcroronsomcnncss 
§ 3. Kvadratinė funkcija .......... eee 


l. Atvirkštines funkcijos sąvoka ....oooooooommmmmmmPm.or.. 


S 4. Rodiklinė ir logaritminė funkcija ................. HT 
S 5. Trigonometrinės TUNKCIJOS: ..2....-. m sana a o enee sas 


1X skyrius. Ribų teorija 
§ 


„ Fønkeijos: SavoKa esis sms ski a rija is A lai e 
Sekos savoka i m mee Phe sedere ia eis sea 
Sekas ribos savoka. sceler RR vr eU LERNTE EN Ln 
Riby skaičiavimas 2. coses gras mem d Area eR tec e 2 
. Monotoninés ir aprėžtos sekos ribos egzistavimas .... 
Funkcijos ribos sąvoka. Ribų teoremos .............. 
. Funkcijos tolydumo sąvoka. Racionaliųjų ir trigonomet- 
xiniy funkciju, tolydumas sis: ee atr mese aen ina tina 


$8 Mila UE ai ua a SE AE 
x0 


$ 9. Skaičius e ........e Im 


ND O9 ov BOR Om 


S 
$ 
$ 
N 
$ 
$ 


X skyrius. Funkcijos išvestinė ir jos taikymas 


S 1. Pagrindinės sąvokos .............. ŠA ĖS Eus 
$ 2. Funkcijų diferencijavimo taisyklės ................--. 
$ 3. Išvestinės mechaninė ir geometrinė prasmė. Kreivės 


destine Lana again sajanas en aa 
$ 4. Funkcijų tyrimas, taikant išvestines ......oo.oooooooo... 
$ 5. Funkcijos didžiausios ir mažiausios reikšmės ........ 


XI skyrius. Pirmykštė funkcija ir integralas 


$ 1. Pirmykštė funkcija .......e y 
$ 2 Integralas. Niutono—Leibnico formulė .............. 
$ 3. Inivgralo taikymas geometrijoje ........... ee 
$ 4. Įvairūs uždaviniai ....... essen 


XII skyrius. Planimetrija 


. Keletas įvadinių pastabų ............ nnn n 
. Judesio sąvoka, judesių rü$ys ........... nnn 
. Uždavinių sprendimas, remiantis judesių sąvybėmis .. 
. Trikampių elementai. Trikampių lygumas ............ 
. Keturkampiai .........seeseee HI E 
. Panašumas ir homotetija ......... een 
. Metrinés trikampio elementu priklausomybés. Pitagoro 


Mo 0 £C t-— 


Q([GOIemld eri a medela none e cn Rr aue 19 UA E Ia a [ede E e a iio 


$ 8. Proporcingosios skritulio linijos ............. e 


$ 9. Įbrėžtiniai ir apibrėžtiniai daugiakampiai ...........- 3 


$ 10. Kosinusų ir sinusų teoremos .........- rėja IRR d ai 
$ 11. Taškų aibės (geometrinės taškų vietos) ............ 
XIII skyrius. Vektoriai 


$ 1. Vektoriaus sąvoka. Veiksmai su vektoriais .......... 
$ 2. Dviejų vektorių skaliarinė sandauga ........... 0 
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$ 3. Vektoriaus reiškimas duotaisiais vektoriais. Veiksmai su 
vektoriais, išreikštais koordinatėmis ......... sias Orsa ka vss s 


XIV skyrius. Stereometrija 


S 1. Tiesiy ir plokštumų tarpusavio padėtis ........... ds 

S 2. Dvisieniar ir daugiasieniai kampai .............. seats 

S- 9: Briaunaimal (au amo reor is E Ede e 

$ 4. Vektorinis stereometrijos uždavinių sprendimo būdas .. 
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